Resolucgao do efélio B

ALGEBRA LINEAR I  Coédigo: 21002

I. Questoes de escolha multipla.

Em cada questdo de escolha multipla apenas uma das afirmagoes a), b), c), d) é
verdadeira. Indique-a marcando x no quadrado respetivo.

1. Seja A uma matriz 4 x 4 com apenas dois valores proprios p; e 2. Suponha ainda

que os seus valores proprios tém multiplicidades algébricas iguais e que pq o = 10.
Entao:

[] a) O polinémio caracteristico de A pode ser p(u) = (u — 2)(p — 5).
[ ] b) O determinante de A é igual a 10.
[[] c¢) Qualquer dos espacos préprios de A tem dimensao 1.

d) Os valores préprios de A podem ter multiplicidades geométricas diferen-
tes.

2. Considere a transformacao linear T : Mayo(R) — Myyo(R) definida por T'(A) =
AT. Considere a base B de May2(R) definida por

s= ([0 [ e

A matriz M = (T'; B, B) que representa T nesta base é:
(1 0 0 O] 1 00 2
010 0 001 1

[] a) M= 001 1 L] o) M= 011 0
(2 0 0 —1] 000 -1
(1 0 0 2] 100 2
010 0 001 0

I B)M=1g 5 L M=150 0
[0 0 0 —1] 001 1

3. Considere em R? a seguinte sequéncia:

— {(=1,1,-1),(1,1,1),(0,0,0), (1,2, 7)}.
Entao:

[] a)dim({(-1,1,-1),(1,1,1),(0,0,0), (1,4/2,7))) = 4.

[[] b) H éuma base de R3.

[[] c¢) H éuma sequéncia geradora linearmente independente.

d) ((—1,1,-1),(1,1,1),(0,0,0), (1,4/2, 7)) = R®.

4. Considere em Rj[z]| a base (1,z,2% 2%) e a aplicacdo linear de R3[x] em Rj[z]
definida por g(a3x3 + agz® + a1 + ag) = az + az + a; + ag. Nessa base tem-se:

a) Nucg = Rs[z] e Img = Rs[z].

b) Nucg = {0} e Im g = Rs[x].

c) Nucg = @ e Img = R3|z].

d) dim(Nucg) = 3 e dim(Img) = 1.
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Nos grupos seguintes justifique todas as suas respostas apresentando os raciocinios

e os calculos que efetuou para as obter.

I1. Considere em R3 a base M = ((—1,0,1),(0,1,1),(1,—1,0)) e uma aplicagao linear
T : R? — RR? representada pela matriz

1 21

011
quando se considera no espaco de partida a base M e no espago de chegada a base
canonica.
Determine a matriz que representa 1" quando se considera no espago de partida a base

canodnica e no espaco de chegada a base candnica.

ITI. Considere a transformacao linear S : R3[z] — Myyo(R) definida por

. ay a
S(asx® + axa® + a1 + ag) = l 0 1] )
a9 ag

Considere em R3[z] a base P = (23, 2%, 2,1) e em Ma,o(R) a base

S (R R R )

a) Determine a matriz A que representa S em relagao as bases P e N.
b) Calcule os valores préprios de A.

c) Calcule os espagos proprios associados aos valores préprios que determinou na
alinea anterior.

d) Determine a multiplicidade algébrica e a multiplicidade geométrica dos valores
proprios de A.

e) Determine em R3[x], se possivel, uma base constituida por vetores préprios.

IV. Considere uma aplicacdo linear ¢ : R? — R2
Sera possivel que ¢ satisfaca Nuc/ = Im £?
Em caso afirmativo dé um exemplo.
V. a) Seja A uma matriz 2 x 2 com caracteristica 1. Sabendo que existe um vetor nao
nulo u, tal que Au + 4u = 0, determine o polinémio caracteristico de A.

b) Dé um exemplo de uma matriz A nao triangular satisfazendo as condigdes da
alinea a).
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Grupo 1.

1. Tendo em conta as hipdteses nao temos nehuma informagao sobre os valores proprios em si,
apenas sobre o seu produto. Como os valores proprios tém a mesma multiplicidade algébrica,
concluimos que tém multiplicidade algébrica igual a 2. Assim o polinémio caracteristico é
p(u) = (10— p1)?(u — po)? e o determinate é (uyu2)? = 100. Os espagos proprios associados
a cada valor proprio podem ter a mesma dimensao, ou podem ter dimensoes diferentes, mas
as hipoteses nao sao suficientes para afirmar nenhuma dessas possibiblidades.

Assim, a alinea certa é a alinea d).

2. Como as 3 primeiras matrizes da base B sao simétricas, calculando a sua imagem obtemos

100
010

001
000
alinea certa s pode ser a alinea b). Calculando a imagem da matriz (1 J) podemos confirmar
10V — (11y_9(10 01 10

que T'((16)) = (66) =2(59) + 1T5) — 1(10)-

3. Como estamos num espaco de dimensao 3, R?, sabemos que qualquer sequéncia gera um
espago de dimensao menor ou igual a 3. Além disso uma sequéncia linearmente independente
tem no maximo 3 elementos. Estas observagoes permitem eliminar logo as 3 primeiras alineas.
Assim, a alinea certa é a alinea d).

a prépria matriz pelo que as 3 primeiras colunas de M sao . Por exclusao de partes, a

4. Uma vez que a aplicacao g transforma qualquer polinémio numa constante, a Im g tera
dimensao 1, o que permite eliminar logo as 3 primeiras alineas. Usando o Teorema da
dimensao podemos concluir que a alinea certa é a alinea d).

Grupo V.
a) Se A tem caracteristica 1, entdo o seu determinante é nulo e portanto 0 é valor préprio
de A. Por outro lado, se existe um vetor nao nulo u tal que Au = —4u, entdo —4 também

é valor proprio de A. Como A é uma matriz 2 x 2 tem no maximo 2 valores proprios, e o
seu polinémio caracteristico p(z) tem os fatores e © — (—4) = = + 4. Temos portanto 2
possibilidades, p(z) = z(x + 4) ou p(x) = —z(x +4). A proposicao 6.16 da 2*/3* edicao
diz-nos que numa matriz n x n o coeficiente de z™ é igual a (—1)", e portanto neste caso é
igual a (—1)% = 1, logo o polonémio caracteristico é p(x) = x(z + 4).

b) Como A tem caracteristica 1 e é uma matriz 2 x 2 entdo as linhas (e as colunas) sdo
linearmente dependentes, ou seja, a 2* linha é um multiplo da primeira, e escolhendo por
exemplo o elemento a;; = 1 e dada a 1* coluna [} ] com b # 0, e a 2* coluna [ J, | com « # 0,
entao a matriz serda da forma
A [1 a]
b abl|’

Nao temos nenhuma garantia que exista solucdo para a = 1, mas como nao queremos obter
todas as solugoes, é mais facil comegar com um caso simples, do que tentar o caso mais geral.

Sabendo que uma matriz é sempre raiz do seu polinémio caracteristico, terd de ser p(A) =
A(A +41,) = 0, ou seja

|l a5 a | [ 5+ab alb+ab)| 1 af (0O
AlA+al) = lb ab] [b ab+4] - [b(5+ab) ab(5+ab)] = (5+ab) lb ab] - lo o] '
Facilmente se conclui que existe solucao se e somente se 5 + ab = 0, e portanto dado b # 0
basta escolher v = —5/b a que corresponde

o[t )

e um vetor préprio u associado ao valor préprio 4 é u = [} ].
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II.

Chamando A a matriz fornecida, que representa a aplicagao linear T quando se considera no espago de partida

a base M e no espago de chegada a b.c.pz:

1 2 1
A=M (T; M, b.cge) = [ 011 ]
Como T é uma aplicagdo linear, existe uma matriz @ (segundo a proposi¢do 5.42) tal que:
AQ = M (T; b.c.gs, b.c.gz) com Q = M (idgs;b.c.gs, M)
Calculando Q:

idR3 (1a0a0) = (17()’0) = Oél(_l,o, 1) + a2 (Oa 17 1) + a3 (17 _1?0)

—a1+az3 =1 —ap—a; =1 Otlz—%
042—(1320 Qg = (3 CYQ:%

1
a1 +as=0 o] = —Qo az =3

1 1 1
idga (1,0,0) = (1,0,0) = —5(~1,0,1) + 5 (0,1,1) + 5 (1,~1,0)

idgs (0,1,0) = (0,1,0) = a;(—1,0,1) + a2 (0,1,1) + as (1, —1,0)

1
—a1+a3:0 a1:—§
OéQ—Oégzl 042:%
1
a;+ag =0 a3 = —3

1 1 1
idgs (0,1,0) = (0,1,0) = —5(—1,0, 1) + 3 (0,1,1) + 3 (1,-1,0)

idgs (0,0,1) = (0,0,1) = a1 (—1,0,1) + a2 (0,1,1) + a3 (1, —1,0)

1
—a;+a3=0 o =3
042704320 OLQZ%
1
a1+a2:1 Ck3:§

1 1 1
idga (0,0,1) = (0,0,1) = 5(~1,0,1) + 5 (0,1, 1) + 5 (1,~1,0), logo



11 1]
2 2 2
L -1 -1 1
Q=| 3 3 3|=3| 1 1 1|eAQ
~1 1
111
L2 2 2]
-1 -1 1
AQ:[l 2 1]X1 I T e AR B RS B S :l1 0 21
o1 1|2 2| 04141 0+1-1 0+1+1 10 1

pelo que a matriz que representa T quando se considera no espaco de partida a b.c.gs e no espaco de chegada
1 0 2
b.C.]Rz é AQ =M (T, b.C.RS, b.C.]Rz) = [ 10 1 ‘|

III.

a)

Em relacao a base P, a sequéncia de coordenadas de:

23 =123 + 022 + 02+ 0 x 1 ¢ (1,0,0,0),
2?2 =02 + 122 + 0r +0x 16 (0,1,0,0),
z =0z +0z% +12+0x 1¢ (0,0,1,0),

1=02%+02>+0z+1x1¢é (0,0,0,1) e

0 0 10 0 1 0 0 0 0
5(1,0,0,0) = -0 0 0 1
( ) 0 1 oo To ol 10| o
[0 0] (1 0] [0 1] [0 0] [0 0]
5(0,1,0,0) = -0 +0 +1 40
( ) 10 0 0 0 0 10 0
[0 1] (1 0| [0 1] [0 0] [0 0|
S5(0,0,1,0) = =0 +1 +0 +0
0 0 0 0 0 0 10 0

10 10 0 1 00 00
$(0,0,0,1) = _1 40 40 40 1
( ) [0 0] [0 0] lo 0] [1 0] loneoque



00 01
0010
01 00
1 0 0 O
b)
Se « é valor proprio de A, entdo |A — aly] = 0:
—a 0 0 1
0 1 0 —a 1 0 0 —a 1
—Q apl. apl.
P Coy (- 1 —a 0 [+1(=D)"] 0 1 —a |
0 1 —a 0 4 L3
0 0 —«a 1 0 0

a=1Va=1Va=-1Va=-1

pelo que A tem os valores proprios —1 e 1.

c)
O subespago proprio de A associado a um valor proprio a é F, = {X € Myx1 (R) : (A — al,) X =0}, pelo
que o subespago proprio de A associado ao valor proprio 1 é By = {X € My (R): (A—114) X =0} :

-1 0 0 1 0 -1 0 0 1|0 10 0 —-11]0
0 -1 1 0 0 -1 1 0|0 01 -1 0 0
— — (f.er)
0 1 -1 0 0 s + 0y 0 0 01O —1¢4, 0 0 0 0
0 0 —-11]0 ly+ 0, 0 0 01O 14, 0 0 O 0 0
a a
b b
E = EMyx1R):a=d ANb=c, = b ta,beR 3 =
c
d a
1 0 1 0
1 1
a 0 +b ra,beR = 0 ,
0 1 0 1
1 0 1 0



1 0
o . I - 0 1
pelo que os vetores proprios de A associados ao valor proprio 1 sao da forma: a 0 eb ) com
1 0
1 0
0 1 .
a,be R\ {0}, e ol |1 é uma sequéncia geradora de Ej.
1 0
1 0
. 0 1 L1 . . 1 0 0 1
Como a sequéncia , ¢é linearmente independente | pois (f.er.)], & uma
0 1 01 10
1 0

base de Ej.
O subespago proprio de A associado ao valor proprio —1 é E_1 = {X € Myy1 (R): (A—(-1)I4) X =0}

10 0110 10 0 110
01 1 010 01 1 010
— (f.er.)
01 1 010 ls — 0y 0 00 010
10 0 1]0 0y — 0y 0 00 010
a —d
b —c
E_ = €M4X1(R):a:—d/\b:—c = C,dER =
c c
d d
-1 0 -1 0
0 - 0 -1
d +c e, deR ) = < , 1 >
1 0 1 0
-1 0
. . . - 0 -1
pelo que os vetores proprios de A associados ao valor proprio —1 sao da forma: d 0 ec ) com
1 0
[ —1 0
0 -1 , .
¢, d e R\ {0}, e NEE ) é uma sequéncia geradora de F_ .
| 1
-1 0
0 -1 -1 0 0 1
C énci , é li te ind dent i e |, é
omo a sequéncia 0 ) é linearmente independente <p01s [ 0 -1 1 0 ] (fe )) é
1 0

uma base de E_;



d)

Pela definicao de multiplicidade algébrica de um valor préprio, esta é a multiplicidade de cada raiz do
polinémio caracteristico. Pela alinea b), facilmente se verifica que o polindmio caracteristico de A é p(xz) =
|A— 2L = (x —1)* (z + 1)* e, consequentemente ma (—1) = 2 e ma (1) = 2.

Como na alinea c) ja foram calculadas as bases dos subespagos proprios de A associados aos valores proprios

—1lel, vem
dmFE_; =mg(—-1)=2 e dimF; = mg(1) =2

e)
Qualquer sequéncia linearmente independente com 4 vetores (pois dimRj [x] = 4) de R3 [z] é uma base de
Rg [CU]

Como os vetores proprios associados a valores proprios diferentes de A sao linearmente independentes, consi-

-1 0 1 0
. -1 0 1

derando os vetores proprios de A calculados na alinea c) 0 , ) 1ol |y que eram as
1 0 1 0

bases dos respetivos subespagos proprios e, portanto, linearmente independentes entre si, temos, por exemplo,

a base B = (fxs +1, 2?4z, 23 +1, 22+ x) que é uma base de R3 [z] nas condigbes pretendidas.

IV.

A resposta ¢é afirmativa.

Pelo teorema da dimensao sabemos que dim R? = dim Nuc ¢+dim Im ¢ e, portanto, dim Nuc/ = dim Im ¢ = 1.

Para que satisfaga a condigao de Nuc/ = Im ¢, a sequéncia geradora do Nuc/ deve gerar também Im /.

Uma aplicacdo ¢ que satisfaz a condicio Nuc/ = Im £ é, por exemplo, ¢ : RZ2 — R? tal que

€ (z,y) = (0,z) em que

Nucl = {(z,y) € R*: {(z,y) = Og:}

Nucl = {(z,y) € R*: (0,z) = (0,0)}

Nucl ={(0,y) : y € R} ={y(0,1): y € R}
Pelo que se conclui que uma sequéncia geradora de Nuc/? é {(0,1)). Calculando agora a Im ¢ :

Im? = {{(z,y) : (z,y) € R?*}

Iml={(0,z): xR} ={2(0,1): z € R}

logo, uma sequéncia geradora de Im ¢ é ((0,1)). Duas sequéncias geradoras geram o mesmo espago se, e SO



se s&0 iguais as suas linhas ndo nulas na sua forma de matriz em escada reduzida:
Nuc? = [ 0 1 } (fer)elmt = [ 0 1 } (f.er)

Pelo que se conclui que Nuc/ = Im ¥/, e logo ¢ é uma aplicagao nas condi¢oes pretendidas.
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