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CRITERIOS DE AVALIACAO

QUESTOES DE ESCOLHA MULTIPLA:

Na prova de Exame, cada questao de escolha multipla tem a cotagao de 1 valor.
Por cada resposta incorrecta sera descontado % de valor. E considerada errada uma
questao com mais de uma resposta. A classificacio minima destas 4 questoes de
escolha miultipla é de 0 valores.

No P-félio, cada questao de escolha multipla tem a cotacao de 1 valor. Por cada
resposta incorrecta serd descontado % de valor. E considerada errada uma questao
com mais de uma resposta. A classificacaio minima destas 3 questoes de escolha
multipla é de 0 valores.

RESTANTES QUESTOES:

Para a correccao destas questoes constituem critérios de primordial importancia,
além da obvia correccao cientifica das respostas, a capacidade de escrever clara,
objectiva e correctamente, de estruturar logicamente as respostas e de desenvolver
e de apresentar os cédlculos e o raciocinio matematico correctos, utilizando notacgao
apropriada.

Todos os calculos, raciocinios e afirmacoes efectuados devem estar cuidadosa e de-
talhadamente justificados.

Nao ¢ atribuida classificacao a uma resposta nao justificada.

Serao penalizados raciocinios contraditorios. De acordo com o grau de gravidade
serao ainda penalizadas afirmacoes erradas.

CORRECCAO SUMARIA

Nas paginas seguintes, a sugestao de uma sequéncia de resolucao para uma determinada
questao deve ser interpretada como uma das sequéncias possiveis. Sera atribuida cotacao
andloga se, em alternativa, for apresentada outra, igualmente correcta.



As justificagoes apresentadas sao em geral muito mais breves do que é exigido numa prova
de avaliacao.

Exame: Grelha de correccao das respostas de escolha multipla:

1. | 2. 3. | 4.
a) | b) | d) | b)

P-folio: Grelha de correccao das respostas de escolha multipla:

1.]2.7]3.
b) | d) | b)

5. (Exame: 4.0 valores)

5.1.

5.2.

5.3.

(Exame: 1.0 valor)

Um ntmero é divisivel por 9 se, e s6 se, é da forma 9k, £ € N. Logo, procura-se
o numero de elementos k € {1,2,...} tais que

9 <9k <100,

que ¢ equivalente a 1 < k < %.

inclusive, que sao divisiveis por 9.

Existem, assim, 11 nimeros entre 1 e 100,

(Exame: 1.50 valor)

Uma vez que 100 nao é divisivel por 100, mas 99 é-o, temos que nos concentrar
nos numeros naturais 1 < N < 99. Atendendo ao critério de divisibilidade por
9 descrito, os nimeros N procurados sao assim da forma N = (x123)19 com
1 + xo divisivel por 9. Dois casos podem entao acontecer: ou x; + x5 = 18,
o que acontece apenas para N = 99, ou x; + x5 = 9. Neste ultimo caso, o
problema ¢é idéntico ao da pag. 67 do manual. Pelo mesmo raciocinio conclui-

se que existem
942-1
=10
()

diferentes solugoes da equacao x1+x9 = 9. No total, existem assim 11 niimeros
entre 1 e 100 divisiveis por 9.

(Exame e P-félid} 1.50 valor)

Considerem-se os conjuntos
A = {n € [100] : n é divisivel por 9}, B = {n € [100] : n é divisivel por 5}.

Pretende-se determinar #(A U B).

Pelas alineas anteriores, tem-se que #A = 11 e um raciocinio semelhante ao
realizado na alinea 5.1 permite concluir que #B = 20. Como AN B # (), hd
que calcular o nimero de elementos do conjunto A N B, ou seja, o nimero de

IPergunta 4 do P-félio.



naturais entre 1 e 100 que sao divisiveis por 9 e por 5. Isto corresponde a
determinar o nimero de elementos k € {1,2,...} tais que

1
45§45k§100<:>1§k<4i50.

Pelo principio da inclus@o/exclusao tem-se entao

#(AUB) = #A+#B — #(ANB) =11+20 — 2 = 29.

6. (Exame: 2.0 valores)

Pela

onde

Pela

formula da extraccao tém-se

Zﬂj%(@ N ni1i(_1)k2:(z> N nilkz:%(_l)kGE)’

k=0 k=0

e () £ () - -Eer ()

k=0

formula binomial resulta entao

Seo("E ) =a-

k=0

o qual é igual a 0, porque n + 1 > 0. Consequentemente,

() -

k=0

7. (Exame: 3.30 valores)

Note-se que a = b (mod 2) é equivalente a 2| (a — b).

7.1.

(Exame: 1.80 valor; P-f6lio’} 1.50 valor)
Suponhamos que a é um ntmero par. Pretende-se provar que b é também um
nuimero par, o que resulta por linearidade:

2| (a—b) } = 2| —(a—b)+a
2|a —_——

Do mesmo modo se prova que se b é um nimero par, entao também o a é um
nimero par.

Suponhamos agora que a é um nuimero impar. Com vista a um absurdo,
suponhamos que b é par. Nesta situacao, pelos calculos anteriores ter-se-ia que
a também seria um nimero par, o que é um absurdo. O absurdo resultou de
se ter assumido no inicio que b é um numero par. Logo, o nimero b tem de ser
impar.

2Pergunta 5 do P-félio.



7.2.

(Exame: 1.50 valor)

Se mdc(b, 2) = 1, entdao o 2 nao é um divisor de b. Logo b é um nimero impar.
Como a = b(mod2), resulta entdo da alinea anterior que a também é um
nimero mpar, pelo que o 2 nao é divisor de a. Logo, mdc(a,2) = 1, ou seja,
a e 2 sao numeros primos entre si.

8. (Exame: 1.70 valores; P-f6lig®t 1.50 valor)

Como 14 = 2 x 7, em que 2 e 7 sao dois nimeros primos, para verificar a irredu-
tibilidade da fraccao dada basta verificar que o 2 e o 7 nao dividem o numerador.
Como o algarismo das unidades de 72683 ¢é diferente de 0, 2, 4, 6, ou de 8, 72683 nao
é divisivel por 2. Também nao é divisivel por 7, pois pelo critério de divisibilidade
por 7 (Pergunta 4 da folha de exercicios sobre Congruéncias) tem-se

7268 — 2 x 3 = 7262
726 —2 X 2 =722
72 —2x2=068
6—-2x8=-10

em que —10 nao é divisivel por 7 (=10 = 7 x (—2) +4). Deste modo conclui-se que
7 /72683

9. (Exame: 5.0 valores; P-félid’} 4.50 valores)

9.1.

9.2.

(Exame e P-félio: 1.50 valor)
Dada a relacao de recorréncia

a, = 12a,_1 — 35a,_o,
o polinémio caracteristico correspondente ¢ igual a
p(t) = t* — 12t + 35.

Sendo as raizes de p iguais a 5 e a 7, tem-se entao que cada termo a,, da solugao
geral é igual a
a, = ad" + 7"

para
a+pB=a=0, ba+T78=a =2,

ou seja, para o« = —3 = —1.

(Exame: 1.90 valor; P-félio: 1.50 valor)

Case Base: n = 0. Neste caso tem-se a; + 25" = 24+ 10 = 12 que é um

miultiplo de 3. O caso base fica assim provado.

Hipétese de inducao: Dado n € N, qualquer, suponhamos que 3 é um

divisor de

Qo1 4 2. 52n+1 — 72n+1 + 52n+1.

3Pergunta 6 do P-félio.
4Grupo 7 do P-félio.



9.3.

Tese de indugao: 3 é um divisor de

a2(n+1)+1 +2. 52(n+1)—|—1 — 72n+3 4 52714—3'

Uma vez que
72n+3 + 52n+3 — 72(72n+1 + 52n+1) o 5271—‘1-1(72 o 52)

em que, pela hipdtese de inducao, 3 é um divisor de 72"+ + 52"+l ¢ 3 ¢ um
divisor de 72 — 5% = 49 — 25 = 24, tem-se que 3 é um divisor de 727+3 4+ 52n+3
o que prova a tese de inducao.

Pelo método de indugao matematica, fica assim provado que, para qualquer
n € N, 3 é um divisor de ag,41 + 2 - 52"

(Exame: 1.60 valor; P-félio: 1.50 valor)

Como 5 é um numero primo, resulta do Lema 1.11 alinea 1 do Texto sobre
Divisibilidade que para cada n € {1,2,...}, fixo, mdc(a,,5) = m param = 1
ou m = 5. Suponhamos que m = 5. Isto significa, em particular, que 5| a,,.
Por linearidade tem-se entao

5la, N5|5" = 5] (a, +5"),
_7TL

o que é um absurdo. Com feito, sendo 7 um ntimero primo, 7" é uma facto-
rizacao em numeros primos e, portanto, os tinicos divisores de 7" sao da forma
7k para k € {0,1,...,n}. Conclusao: m = 1.



