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e O exame é composto por 5 grupos de questoes e respectivas alineas, contém
pégina(s) e termina com a palavra FIM.

e Verifique o seu exemplar e, caso encontre alguma anomalia, dirija-se ao professor
vigilante nos primeiros 15 minutos da prova, pois qualquer reclamagao sobre de-
feito(s) de formatagao e/ou de impressao que dificultem a leitura ndo sera aceite
depois deste periodo.

e As questoes do grupo I (escolha miltipla) deverao ser respondidas no enunciado. As
questoes dos grupos II, ITI, IV e V deverao ser respondidas no Caderno de Prova.
Todos os cabecgalhos e espacos reservados a identificacao, deverao ser preenchidos
com letra legivel. Utilize unicamente tinta azul ou preta.

e Verifique no momento da entrega da(s) folha(s) de ponto se todas as paginas estao
rubricadas pelo vigilante. Caso necessite de mais do que uma folha de ponto, deverd
numera-las no canto superior direito.

e Nao serao aceites folhas de ponto dobradas ou danificadas. Exclui-se, para efeitos
de classificacao, toda e qualquer resposta apresentada em folhas de rascunho.

e Nao é permitido o uso de méquina de calcular, nem de elementos de consulta.

e Tenha em atencao que o exame tem a duracao maxima de 2 horas e 30 minutos.

CRITERIOS DE AVALIAGAO E COTACAO

e Com excepgao das questoes do grupo I (escolha miltipla), é necesséario justificar
todas as respostas e apresentar os calculos efectuados. A apresentacao de valores
numéricos, como resposta, sem qualquer justificacao, mesmo que correctos, terao a
cotacao zero.

e Cada questao do grupo I (escolha multipla) tem a cotacao de 1 valor. Por cada
resposta errada serao descontados é valores. E considerada errada uma questao
com mais de uma resposta. A classificacao global minima do grupo I é de 0 valores.

As restantes questoes terao as cotacoes seguintes:

II. II1I. IV. V.
3.0 val. | 4.0 val. | 6.0 val. | 3.0 val.




I. Questoes de escolha multipla.

Em cada questao de escolha multipla apenas uma das afirmacoes a), b), c¢), d) é
verdadeira. Indique-a marcando x no quadrado respectivo. Caso pretenda anular
alguma resposta, escreva “Anulado” junto a essa resposta e indique, se for caso disso,
a que pretenda que seja considerada.

Questao 1

Sejam os subespacos de R* definidos por

F = ((1,0,1,2),(0,2,0,4),(1,—1,1,0))
G = ((0,1,0,2),(1,1,1,1)).

Entao:
[ ] a) dim(F+6) =5 L] o) dim(FnaG) =1.
L] b)dimF=3 L] a)dim(Fna)=o.

Questao 2

Sejam A, B € M3,3(R) duas matrizes tais que det(A) = 1,det(B) = —1. Entao,
tem-se sempre:

[ ] a) det(A+ B) = 0. [ ] c) AB é invertivel.
L] b) det(AB) = det A. [ d) A— B niio 6 invertivel.

Questao 3

Considere as aplicacoes f : R? — R? g : R? — R definidas pelas expressoes
flz,y) = (z —y,x+vy), g(u,v) = uv. Entao:

[ ] a) Nuc f = {(1,1)}. [ ] c) f é sobrejetiva.
D b) ¢ é uma aplicacdo linear. D d) 0 é valor préprio de f.



N oI, .

NO de Estudante: ....................... B.L.n® ...
Turma .......... Assinatura do Vigilante: ........................... ...
Questao 4
1 2 1 2
Seja A, = |1 a 3| € M3y3(R) eb, = |a| € Msy1(R). Considere as afirmagoes
2 4 « 4
seguintes:

(i) A é invertivel se e 86 se a # 2.
(ii) rank A, =2 se e sé se a = 2.

(iii) O sistema A,x = b, nao tem solugdes se o = 2.
Entao:
D a) Nenhuma das afirmagoes é verdadeira.
D b) Apenas uma das afirmacoes é verdadeira.
] c) Apenas duas das afirmacoes sdo verdadeiras.

D d) Todas as afirmagoes sdo verdadeiras.

RESPONDA AOS GRUPOS SEGUINTES NO CADERNO DE PROVA

Nos grupos seguintes justifique todas as afirmagoes apresentando os raciocinios e os

calculos que efetuou para as obter.

IT. Diga se é verdadeira ou falsa cada uma das afirmages nas alineas a) e b) seguintes,

justificando cuidadosamente a sua resposta através de uma demonstracao ou de um
contra-exemplo, consoante o que for apropriado.

a) Seja T € Ms,3(R) tal que dimNuc(7') = 0. Entao, o polinémio p(z) = 2 + z
nao pode ser o polinémio caracteristico de 7.

b) Considere os subespacos vetoriais de R? definidos por
X = <(1a071)7 (07_171»? Y = {([L’,y,Z) S R3|Z’+y+2 = 0} :

Entao X =Y.



N oI, .
N de Estudante: ....................... B.I.n® ...

ITI. Considere o sistema de equacoes lineares

r+y+2z=1
r+y+z=3
20 + 05y — 2 =3

Utilizando o método de eliminacdo de Gauss e indicando clara e pormenorizada-
mente todas as operacoes que efetuar, discuta a resolubilidade deste sistema e, caso
ele seja resoluvel, determine todas as suas solugoes.

IV. Seja Msyo(R) o espago vetorial das matrizes 2 X 2 com elementos reais. Sejam

10 1 0 1 0 0 1
M1:|:1 1:|7M2:[0 _1:|>M3:|:1 O]7M4:[0 0:|7

e considere a transformacao linear t : Msyo(R) — Myyo(R) tal que
t(My) = My,  t(My) = My, t(Ms) =0 =t(M,).

a) Mostre que B = {M;, My, M3, M,} é uma base de Mayo(R).

b) Determine a matriz M(t, B, B), que representa ¢t em relagdo a base B em ambos
os espacos de partida e de chegada.

(. Mto] . Jo11 . fool . [oo
c) SendoB—{El—{O 0 , By = 00 , B3 = 10 S 01 a base ca-

noénica de Myyo(R), determine M(t, B, B

d) Calcule os valores préprios de M(t, B, B) e os correspondentes subespagos pro-

prio.
V. Seja R € M,,«,(R) uma qualquer matriz n x n de elementos reais e considere a matriz
S=R"R.

a) Mostre que S é uma matriz simétrica.
b) Prove que, para qualquer x € R", tem-se sempre x'Sx > 0.

c) Conclua que todos os valores préprios de S sdo nimeros reais nao-negativos.

FIM

1Se nao resolveu a alinea IV.b) resolva esta alinea considerando a matriz

o o N O
O O oW
o O OO
o O OO



RESOLUCAO

Nas questoes de escolha miultipla ndo era necessario a apresentacao dos cédlculos e justificagoes
que se seguem, mas apenas a indicacao da alinea correspondente a resposta correta. Em
praticamente todas as alineas ha varias maneiras corretas de resolver a questao colocada e a

que aqui se apresenta é apenas uma delas, e nao necessariamente a mais curta.

I. 1. Comecemos por observar que, sendo F e G dois subespacos de R*, entao F + G
serd, também um subespaco de R*, pelo que podemos excluir, & partida, a opcao
dada na alinea a). Vejamos o que podemos concluir quanto a dimensao de F.
Construindo uma matriz que tem como linhas os vetores que geram F' e usando a

notacao U W V' para dizer que V' ¢é obtida substituindo a linha ¢; de U por
3t +Plk

l; + Bl pode-se escrever,

1 0 1 2 1 0 1 2 101 2
1L—1 1 0] 305, [0 =10 =2/ ®™ {0000

Portanto, a dimensao de F' é 2 e podemos eliminar a alinea b). Pelos cédlculos
anteriores concluimos que se pode escrever F' = ((1,0,1,2),(0,1,0,2)), e, portanto,
o vetor (0,1,0,2) é comum ao conjunto dos geradores de F' e de G. Isto implica que
pelo menos o espago vetorial (unidimensional) gerado por este vetor tem também
de ser comum a I’ e a (G, ou seja, tem de ser um subconjunto de F' N G. Ou seja,
podemos, por isto, excluir a alinea d). Por exclusao de partes, a alinea correta é a

c).

2. Pelas propriedades gerais do determinante, sabemos que det(AB) = (det A)(det B),
pelo que, aplicando ao presente caso, det(AB) =1 x (—1) = —1 # 0. Isto implica
que AB é invertivel. Conclui-se, assim, que a alinea correta é a c).

3. Claramente, g nao é uma aplicacao linear. Para concluir isto basta observar que
(u,v) = (u,0) + (0,v) mas (se u,v # 0)

g(u,v) =uv #0=04+0 = g(u,0) + g(0,v).

Pode-se, portanto, eliminar a opgao b), que era a unica que se referia a aplicacao g.
Por outro lado, como f(1,1) = (0,2) # (0,0), podemos eliminar também a hipStese
a). Tomando a base canénica de R? tem-se f(1,0) = (1,1) e f(0,1) = (=1, 1), pelo
que

M(f,b.c.R* b.c.R?) = E _11} .

O polinémio caracteristico desta matriz é p(\) = det(M(f,b.c. R? b.c. R?)=\Iy) =
(1-=X)2+1=A\?—2X+2. Aplicando a férmula resolvente das equacoes polinomiais
de segundo grau conclui-se que os zeros deste polindmio (que sao os valores proprios
da matriz M(f,b.c.R? b.c.R?)) sao A = 2 & 2i. Portanto, podemos eliminar a
hipétese d) e, por exclusao de partes, concluir que a opgao correta é a c).



4. Aplicando eliminacao de Gauss a matriz ampliada, podemos escrever (com a notacao
usada na questao 1. acima),

1 2 1 2 1 2 1 2

1 o 3 ol — |0 a—2 2 o — 2
fzb—)fz—fl

2 4 « 4| l3—l3—201 |() 0 a— 2 0

Conclui-se daqui que, A nao é invertivel se (e s6 se) & = 2, pois nesse caso a matriz
é equivalente por linhas a uma matriz com caracteristica r(A4y) = 2 < 3. Alids, o
célculo acima permite concluir que r(A,) = 2 se e 86 se @ = 2. Para além disto,
observe-se que, se a = 2, a matriz ampliada que se obteve acima permite concluir
(pela segunda linha) que 2z = 0 < z = 0, a tdltima linha (0z = 0) ndo implica
nenhuma restri¢ao sobre z e a primeira reduz-se a r + 2y = 2, que, claramente, é
uma equac¢ao com um numero infinito de solugbes. Portanto, o sistema Asx = by
tem solugdes. Conclui-se, portanto, que a opgao correta é a c): apenas duas das
afirmagoes estao corretas.

II. a) A afirmacao é verdadeira. Suponhamos que p é o polinémio caracteristico de 7.
Entao, T teria trés valores proprios distintos, Ay = 0, A\ = 7 e \3 = —i. Portanto,
designando por E) o espago proprio correspondente ao valor proprio A, ter-se-ia
dimNuc(7') = dimFEy = 1, o que contrariaria a hipétese de dimNuc(7") = 0.

b) Podemos comegar por observar que o vetor (0,—1,1) de X satisfaz a equacao que
define Y mas se (z,y,z) = (1,0,1) tem-se z +y + 2 =1+ 0+ 1 = 2 # 0, ou seja,
o outro vetor gerador de X nao esta em Y. Consequentemente X ¢ Y e, portanto,
também nao se pode ter X =Y (note-se que temos X =Y, se, e s6 se, tivermos,
simultaneamente, X C Y e X D Y'). Portanto, a afirmacao é falsa.

III. Com a notacao ja utilizada anteriormente, podemos escrever

11 2 1 (1 1 2 1
31 1 3] — [0 =2 =5 | 0
lor—blo—301
2 5 —1 3 l3r—l3—201 _0 3 -5 1
(1 1 2 1
— s |0 -2 =5 0
l3—203+302 9
la—>— =3 _0 0 1 — 35

Nesta altura, designando por A a matriz dos coeficientes do sistema e por b o vetor
dos termos do membro direito do sistema dado, podemos concluir que, como o
sistema tem dimensao 3 e 7(A) = r(A|b) = 3, o sistema é possivel e determinado,
tendo, portanto, uma tunica solu¢ao. Para determinarmos essa solucao podemos
continuar a aplicar o método de Gauss-Jordan a ultima matriz acima até obtermos



a matriz dos coeficientes na forma de uma matriz em escada reduzida:

1 1 2 1 (1 1 2 1
0 -2 —5 0 0 -2 —5 0
9 53!—>233—1|—3£2 9
O O 1 — 35 53'—)—%53 _0 O 1 — 35
1 1 0| Z
0 -2 0 | -2
ZQ’—)Z2+5£3
11— —203 0 0 1 —%
(100 | £
— (010 1o,
lors—=/
ottt |00 1] —&

pelo que a solucao do sistema é z = ;—g, Yy = é ez=—=
IV. a) Considerando o isomorfismo linear

a b

i Myyo(R) 3 [C d] — (a,b,c,d) € RY,

concluiremos que B é uma base de My,»(R) se e s6 se i(B) for uma base de R*. Como
Z(B) = {Z(M1)> Z(M2)a Z(M3)> Z(M4)} = {(1> Oa 1> 1)’ (1> Oa O> _1)> (1a O> 1a O)> (Oa 1a O> O)}
Construindo uma matriz em que as linhas sao os vetores (M) e transformando-a
numa matriz em escada por operagoes sobre as linhas obtém-se

101 1 10 1 1 10 1 1
100 —1 00 —1 -2 01 0 0
1 O 1 O ZQD—)ZQ—Zl O O 0 _1 Zz(—)&; O O _1 _2 ’
010 of ™% o1 0 of *% oo o -1

donde se conclui que r = 4 e, portanto, todos os vetores i(M) sdo linearmente
independentes (como elementos de R?) e consequentemente todas as matrizes M;,

sao linearmente independentes (como elementos de Msyo(R)) e B constitui uma base
de M2><2 (R) .

b) Atendendo ao enunciado, sabemos que a agao de t sobre os elementos da base B
é

t(My) = 0-My+1-My+0-M;+0- M,
t(My) = 1-My+0-My+0-Msg+0-M,
t(M3) = 0-M;+0-My+0-M3z+0-M,
t(My) = 0-M;+0-My+0-M3z+0- My,

pelo que se conclui que

M(t,B,B) =

o O =
o O OO
o O OO



c) Atendendo & agao de t sobre as matrizes M e tendo em conta que ¢t é uma

aplicagao linear, tem-se

t(Ey) + t(Es) + t(Ey

)
t(Ey) — t(Ey)
t(Ey) + t(Es)

t(Es)

Subtraindo a equacao ([B]) da equacgao (Il obtém-se t(FEy) =
este valor na equagao (2)) conclui-se que t(E;) =
e substituindo este valor na equagao (B obtém-se t(E3) =

= t(E1+ Es+ Ey) = t(My)) = My = By —E; (1)
= t(Ey —Ey) = t(My) = My = Ey+E3s+E;y (2)
= (B + ) = t(Mz) =0 (3)
= t(My) = (4)
E, — E,. Substituindo

Ey+Es+E,+(E1—Ey) =2FE,+ E;5

—2F, — Ej5. Utilizando

estes resultados e a equacao () pode-se escrever

t(Ey) = 2-FE1+0-Ey+1-E3+0-E,4
t(Ey) = 0-Ey+0-BEy+0-Ey+0-Ey
t(E3) = (=2)-E1+0-Ey+(—1)-E3+0-FE,
t(Ey) = 1-E1+0-Ey+0-E3+ (—1)- Ey,
pelo que se conclui que
2 0 =2 1
ooy |00 0 0
M(t, B, B) = 10 =1 0
00 0 -1

d) Relembrando a matriz obtida na alinea b) e sabendo que os valores préprios
de uma matriz sao as raizes do seu polinémio caracteristico, pode-se comegar por
calcular este polinémio:

A 1 0 0
1 =\ 0 0

p() = det(M(t,B,B) = Ay) =det | o " O | = (= 1)\
0 0 0 -\

Portanto, os valores préprios de M(t,B,B) sao Ay = 1,\y = =1, A3 = Ay = 0 (ou
seja, o valor préprio igual a zero tem multiplicidade algébrica igual a 2. Calculemos

os correspondentes subespacos proprios, ou seja, os subespagos Nuc(M(t, B, B) —
ALL).

e Para \; = 1 o subespago préprio correspondente é constituido pelos vetores
u € R* tais que

—1 1 0 0 (751 —U1 + U2
0— 1 -1 0 0 Uz | Up — U2

0o 0 -1 0 U3 —us ’

0 0 0 —=1| |ug —Uy

ou seja, sao os vetores cujas componentes satisfazem us = uq e ug = uy = 0.
Portanto, o subespago préprio correspondente ao valor préprio Ay =1 é

Ey ={(1,1,0,0)T).



e Para \y = —1 o subespago proprio correspondente é constituido pelos vetores
u € R* tais que

1 10 0 U1 U + Usg
0— 1 10 0 U9 _ U + Usg
0010 Us Uus ’
0 0 01 Uy Uy
ou seja, sao os vetores cujas componentes satisfazem u, = —uy e uz = uy = 0.
Portanto, o subespago préprio correspondente ao valor proprio Ay = —1 é

E_y={((1,-1,0,0)").

e Finalmente, para o valor préprio nulo o subespago préprio correspondente é
constituido pelos vetores u € R* tais que

01 00 U1 U9
0 — 1 0 0 O Uz | U1

0 0 0 Of [us 01"’

0 00 O] |ug 0

ou seja, sao os vetores cujas componentes satisfazem u; = us = 0 e que nao
tém restricoes nos valores de us nem de uy. Portanto, o subespacgo préprio
correspondente ao valor proprio nulo é

Ey=((0,0,1,0)7,(0,0,0,1)7).

V. a) A matriz S é simétrica se e s6 se ST = S. Portanto, atendendo a que (XY)T
YTXT e (XT)T = X e tendo em conta a defini¢io de S, tem-se ST = (RTR)T =
RT(R")T = RTR = S, pelo que se conclui que S é uma matriz simétrica.

b) Pela definicao de S tem-se
x'Sx =x'R"Rx = (x' R")(Rx) = (Rx)"(Rx).

Agora, denotando por r;; os elementos da matriz R e por x; as componentes do
vetor x, podemos escrever

n

E SVES]

i=1
n

E :7“21%'

j=1

n

E Tnjdj

=1

e portanto

70 =30 (S ) >0

i=1 Nj=1



¢) Recordemos que A é um valor préprio de S se e s se existe um vetor nao nulo x tal
que Sx = Ax. Seja A um qualquer valor proprio de S e x um correspondente vetor
préprio. Entao, multiplicando & esquerda por x' ambos os membros da igualdade
Sx = Ax obtém-se x"Sx = x"Ax = Ax'x. Agora, se x é um vetor nao-nulo (i.e.,
pelo menos uma das suas componentes é diferente de zero) tem-se

T

1 n
X'x = (21,...7,) | : :E x>0,
i=1

Tn

e, portanto, atendendo a que, pela alinea anterior, sabemos que x'Sx > 0. Con-

cluimos que A = x;TSXX > 0, o que prova o pretendido.




