Resolucao do efolio A

ALGEBRA LINEAR I  Cédigo: 21002

I. Questoes de escolha multipla.

Em cada questao de escolha multipla apenas uma das afirmagoes a), b), ¢), d) é verdadeira.

Indique-a marcando x no quadrado respetivo.

1. Considere as seguintes matrizes:

1 0 01 L2
I P I
10 1 2
5 6
Entao:
T 11
a) AA' = - [ ] ¢) AB = BA.
11
[] b)CA= A% [] d)fH—B:[1 1].
2. Considere a matriz ampliada
-2 3 -1 0|3
-5 4 0 0|1
10 0 0|0

O sistema de equagoes que corresponde a esta matriz é:

—2r+3y—z+w=3 —2z+3y—2=3
[] a){-br+dy=1 c) { —br+4y=1
x=0 =0
r—295—1—33/4—z=3 —2x4+3y—z2=3
[] b){-bx+dy=1 Y] Sx = 4y
w=0 z=0

3. Duas matrizes A e B pertencentes a M, (R) dizem-se semelhantes se existe uma matriz

invertivel P € My, x,(R) tal que B = P~tAP.
Se A e B sao matrizes semelhantes, entao:

[] a) A%2=DB? [] ¢c)A-B=1,
b) det (A?%) = det (B?) [] d)detA=—detB

4. Seja A € M3,3(R). Entao:
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[] a)trA=3 c)det(—A) =—det A

[] b)3+trAd=detA [] d)det(A) =3detA

(Nota: O trago de uma matriz é a soma dos elementos da diagonal principal, neste caso
trA = Z?:l a;; = a1 + a9g + a33)

Nos grupos seguintes justifique todas as suas respostas apresentando os raciocinios e os

calculos que efetuou para as obter.

II. Aplicando o Método de Eliminacao de Gauss, determine se a matriz

— N W
_ N W W
=N NN
e e e

é invertivel, e no caso afirmativo, calcule Q' usando o Método de Eliminacio de Gauss-

Jordan aplicado a matriz [Q|l4].

ITI. Utilizando o Teorema de Laplace calcule o valor de

2 -1 0 0 -1 0
-1 3 -1 0 -1 O
0 -1 2 -1 0 O
0o 0 -1 3 -1 -1
-1 -1 0 -1 3 O
0o 0 0 -1 0 1

det

IV. Uma matriz quadrada diz-se uma matriz de permutacdo se cada coluna e cada linha tiverem

uma entrada igual a 1 e as restantes iguais a 0.
a) Dé um exemplo de uma matriz de permutagao A, 3 x 3, que seja diferente de Is.

b) Verifique que dada uma matriz qualquer B, 3x 3, a matriz AB procede a uma permutagao

das linhas de B e a matriz BA resulta de B por uma permutacio das suas colunas.
¢) Verifique que a matriz A é invertivel, tendo por inversa a sua transposta.

V. Se P € Myx1(R) verifica PTP = [1], designa-se a matriz H = I, — 2PP" por matriz de

Householder associada a P.
a) (i.) Seja PT = [1/6 3/a 5/12 1/ 5/12]. Calcule a matriz de Householder H, associada a P.
(ii.) Verifique que H é uma matriz simétrica, e que H' H = I5.

b) Mostre que se H é uma matriz de Householder entdo H é uma matriz simétrica e
H'H = I,.
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VI. Seja A e My ,n(R). Mostre que
e Az = 0Vzr e My (R) < AT = —A.

FIM

Grupo 1.

Temos A =

0
O] e portanto A’ =

Y Ry LN LR e et
0 0 1 o|{o of |11

e portanto a alinea a) é a opgao correta. Em relagdo as outras alineas, como C é uma matriz 3 x 2,
e A é uma matriz 2 x 2, entdo CA é uma matriz 3 x 2 e portanto nao pode ser igual a A% que é

uma matriz 2 x 2.

Para a alinea c) tem-se AB = [19][93] = [31] e BA = [%1][19] = [13] e portanto AB #
BA.

Para a alinea d) tem-se A+ B = [13]+[%1] =[13] # [11], o que confirma que a tnica alinea

verdadeira era a alinea a).

2. Supondo que a solucdo do sistema que corresponde a esta matriz aumentada era uma matriz

T

coluna 4 x 1 designada por [z y z w]|', entdo o facto de a 42 coluna da matriz ser composta

unicamente por zeros sugere que o coeficiente da componente w seja zero em todas as equagoes.

Podemos assim eliminar as 2 primeiras opgoes.
A segunda equagao da opgao d) nao esta certa, pois bx = 4y nao é equivalente a —5x+4y = 1.
A tnica opg¢do que sobra esta correta.

3. No caso em que a unica informacido que temos acerca de uma matriz é a sua dimensio, a
melhor maneira de testar as varias hipéteses é considerar eventuais contra-exemplos particularmente
simples, como a matriz nula, ou a matriz identidade. Para este caso podemos também ver o que se

passa para o caso (muito) particular B = A, que correspondem a matrizes trivialmente semelhantes
(porqué?).

Assim ao considerarmos B = A podemos desde ja eliminar as opgoes c) (pois B = A implica A—B =
0+# I,), e d) (pois B = A implica det A = det B).

Vejamos que a alinea certa é a alinea b).

Como B = P~ 'AP, entdo por definicio B? = (P_IAP)2 = P7lAPP'AP = P 'AAP =
P~1A%P, e portanto

det(B?) = det(P71A%P) = det(P~ 1) det(A?) det P = det(A?) det P~* det P
= det(A?) det(P~1P) = det(A?) det I,, = det(A?).

Para mostrar que a alinea a) ndo estd correta basta obter um contra-exemplo. Consideremos a

matriz A = [} 9] e vamos escolher para matriz P uma matriz elementar de troca de linhas. Assim
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quando multiplicarmos & esquerda por P! trocamos as colunas de A e depois ao multiplicarmos
a direita por P trocamos as linhas, obtendo-se B = [{§][¢0][03] = [§9]. Temos assim um

exemplo de 2 matrizes semelhantes tais que A% # B2, pois A2 = A # B = B2

4. Escolhendo para A a matriz nula de ordem 3 (03), podemos logo eliminar as 2 primeiras opgoes,

pois como tr 03 = 0 = det 03, teriamos 0 = 3.

Escolhendo A = I3 na alinea d) tem-se det A3 = det I3 = 1 e 3det A = 3det I3 = 3, e portanto esta

alinea também ndo é a correta.

Sobra entdo a alinea c). Como temos uma matriz 3 x 3, det(—A) = (—1)3det A = — det A, como

queriamos mostrar.
Grupo II.

Embora seja possivel resolver o exercicio sem efectuar trocas de linhas, neste caso é bastante
mais simples trocar as linhas 1 e 4, pois evita fazer contas com frac¢ées. Aplicando o Método de

Eliminacao de Gauss obtem-se

43 21 11 11 11 1 1 1 1 0
3321 3321 0 0 -1 -2 0 0 -1 0
222111Ml42221§§—:£000—1l721_:2§:0 0o —1|
1 1 11 4 3 2 1| -4 |0 -1 -2 =3[ -3z |0 -1 -2 0
1 0 0 1000 1000 1000
0 0 -1 0 0010 010 0 010 0
@0001@)0001ﬁ0001ﬁoo10
w2 |0 —1 0 0| &4 |0 1 0 0 0010 0001

Uma vez que temos 4 pivots e () é de ordem 4, a matriz () é invertivel.

Como obtivemos a matriz identidade Iy no final da eliminacdo de Gauss, ja sabemos que se

aplicarmos exatamente as mesmas transformacoes a matriz ampliada [Q|I4] entdo vamos obter

[14]Q~1].

Comegando com [Q|I4] tem-se

4321100 0 11110001 1 1 1 1looo
332 1/0100 332 1/0100 0 0 -1 —2]/0 1 0
22210010h<—»z422210010g000—1001
111 1/0001 432 1/100 0|t |0 -1 -2 —3[10 0

11 00 1 -1 1 1 000 1 -1 o0

0 0 -1 0|0 1 -2 1 0 0 -1 0|0 21
E};}:oooqoo 1—2713?00010 0 -1 2|
la=3l3 10 -1 -2 0|1 0 -3 2| -2 |0 -1 0|1 -2 10
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l1+l4
sy
I

o O O =
= o O O

E portanto Q7! =

Grupo III.

o O = O
S = O O

I3y

-1

—1

—1

o O O =
o O = O

o = O O

o O

100

010
Lol |0 0 0

00 1
1 0 o0
2 -1 0
12 -1
0 -1 2

0 1

0] —1

1 0

0 0
= [L|Q™!

—1

0
-1

1.

0 0
1 0
12|
2 —1

Para utilizarmos o Teorema de Laplace é conveniente escolher uma linha (ou coluna) com o maior

ntimeros de zeros possivel. Neste caso vamos optar pela tltima linha (mas o trabalho envolvido é

semelhante ao que obteriamos optando pela tltima coluna).

Utilizando a ultima linha temos

2 -1
-1 3
0 -1
0 O
-1 -1
0 O

0
-1
2
-1
0
0

0
-1
3
-1
-1

Lapl.

2 -1 0 -1 0
-1 3 -1 -1 0
(-D)*C.(-1)] 0 =1 2 0 0
0 0 -1 -1 -1
-1 -1 0 -3 0
2 -1 0 0 -1
-1 3 -1 0 -1
+ (-] 0o -1 2 -1 0.
0 0 -1 3 -1
-1 -1 0 -1 3

Calculando agora cada um destes determinantes de ordem 5 tem-se, desenvolvendo o primeiro pela

dltima coluna e o segundo pela quarta coluna:

2
-1
0
0
—1

-1
3
-1
0
-1

Lapl.

C5

(f

D |

-1

-1 0

3 -1
-1 2
-1 0

-1 Lapl.

0

C1
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3 -1 -1 -1 0 -1 -1 0 -1
21—1 2 0+|—-1 2 o+] 3 -1 -1
-1 0 3 -1 0 3 -1 2 0

Lapl.

Cc1

=2(18+ (=3)—(2)) + (-6 —2) + (=2 —5) = 26 — 15 = 11, e para o 2° determinante de ordem 5

2 -1 0 0 -1
2 -1 0 -1 2 -1 0 -1
LS 10l 1 3 -1 -1 1 3 -1 -1
Lapl. - -1 - - -1 -
0 -1 2 -1 0 = (1> (1) + (-1t 3
o1 0 0 -1 -1 0 -1 2 0
0 0 -1 3 -1
1 -1 0 3 1 -1 0 3
1 -1 0 -1 3
2 -1 0 -1

-1 3 -1 -1
0 -1 2 0
0 0 -1 —1

=D (1)

Reparando que o segundo destes determinantes de ordem 4 é igual a 11, pois ja foi calculado,

resta-nos calcular 2 determinantes de ordem 4.

Para o primeiro, tem-se

2 -1 0 -1

s 1 . 2 -1 -1 | 2 -1 o0
— — — 1| Lapl.
2 lo1 3 S+ |-1 3 —1| = —(16+ (—4) —4) + (=3) = —11.
0 0 -1 -1 i3
~1 -1 3] |-1 -1 0

-1 -1 0 3

Para o terceiro, tem-se

2 -1 0 -1
L s 1 3 -1 -1 |-1 0 -1
— — — 1| Lapl.

2211 2 0l+[-1 2 0=2(-6)+(2—1)=—11.

0o -1 2 0 a
0 -1 -1 0 -1 -1
0 0 -1 -1

Juntando agora as parcelas todas obtem-se:

2 -1 0 0 -1 0
-1 3 -1 0 -1 0
0o -1 2 -1 0 O
o o0 -1 3 -1 -1
-1 -1 0 -1 3 0
0 0 0 -1

— —(11) + ((—=11) + 3 (11) + (—11)) = =33 + 33 = 0.

Grupo IV.

a) Um exemplo simples consiste em trocar 2 linhas (ou colunas) & matriz I3, por exemplo
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trocando as 2 primeiras linhas entre si obtem-se a matriz de permutagao

010
A=11 0 0
0 0 1
b) Dada uma matriz
bi1 b2 bi3 0 1 Of [bix b2 b3 bor baa b3
B = [by by baz|,tem-se AB= |1 0 Of [ba b ba| = |bi1 bz biz|,
b31 b3z b33 0 0 1] [b31 b3 b33 b31 b32 b33

bi1r b2 bis bi2 bi1 bis
eBA= bgl 622 b23

b31 b32 b33

= | byy ba1 bog |, confirmando-se assim que a

o = O
o O =
= o O

b3o b31 b33

matriz AB procede a uma permutacdo das linhas de B, neste caso a primeira e a segunda, e
a matriz BA resulta de B por uma permutacao das suas colunas (neste caso a primeira e a

segunda).

¢) Uma vez que A resulta de Is por uma tunica troca de linhas, j4 sabemos que det A = — det I3 =
—1 # 0, e portanto A é invertivel; como neste caso A é simétrica concluimos que é a sua prépria

inversa, o que podemos confirmar:

01 0ff0o 1 O 1 00
AA=11 0 0||1 0 o|=]0 1 0| =1I3, eportanto A = AT = A~L.
0 0 1[0 0 1 0 01
Grupo V.
a) (i.) Como PT = [1/6 3/a 5/12 1/ 5/12], de modo a simplificar os calculos vamos escrever

PT =1} [2 953 5]. Vamos comecar por verificar que [P P] = 1. Tem-se

2
9

PTP=12[2 953 5] x 12| 5] = aa(4 + 81 +25+9 +25) = Vs x 144 = 1.
3
5

Para calcular a matriz de Householder H, associada a P, vamos comecar por calcular a
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matriz PPT. Tem-se

18 81 45 27 45

PPT =142 |5 x 12 [2 953 5] x =111 |10 45 25 15 25

ot W Ot © N

10 45 25 15 25

E portanto tem-se

4 18 10 6 10 4 18 10 6 10
18 81 45 27 45 18 81 45 27 45
H=1I1-2P"P=1I5—2h4a |10 45 25 15 25| =12 |725— |10 45 25 15 25
6 27 15 9 15 6 27 15 9 15
|10 45 25 15 25 |10 45 25 15 25|
ou seja
[72 -4 18 —-10 —6 —10 |
—18 72—-81 —45 —27 —45
H =172 —10 —45  72-25 —15 —25
—6 —27 -15 72-9 —15
—-10 —45 —25 —15 7225

68 —18 —10 —6 —10]
—18 —9 —45 —27 —45
Uz | =10 —45 47 —15 —25
-6 —27 —15 63 —15
—10 —45 —25 —15 47

—68 18 10 6 10

18 9 45 27 45
45 —47 15 25
6 27 15 —-63 15
10 45 25 15 —47

I
|
~
>
NS
—
(s}

(ii.) H é uma matriz simétrica pois é igual & sua transposta, ou seja é simétrica em relagao

a sua diagonal principal (tem-se H;; = Hj;), em particular como H é simétrica tem-se
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H = H' e portanto que H' H = H?, e basta vermos que H? = I5. Tem-se

[—68 18 10 6 10] —68 18 10 6 10]
18 9 45 27 45 18 9 45 27 45
HQ:% 10 45 —47 15 25| x| 10 45 —47 15 25
6 27 15 —63 15 6 27 15 —63 15
10 45 25 15 —47| | 10 45 25 15 —47
[5184 0 0 0 0] [1 000 O]
. 0 5184 0 0 0 01000
== | 0 0 5184 0 0 |=]00100
0 0 0 5184 0 00010
| 0 0 0 0 5184| [0 0 0 0 1]
=I5

No efélio era necessario apresentar as contas (se ndo para todas, pelo menos para uma
coluna, ou uma linha) para justificar que H? = I5; podiam confirmar as vossas contas

utilizando as calculadoras matriciais disponiveis online.
b) Vejamos agora no caso geral que se H é uma matriz de Householder entdo H é uma matriz
simétrica. Usando as propriedades da transposta tem-se

H' = (I,—2PP"T =1 —2(PP")T =1, —2(P")'P" =1, —2PP" = H,

ou seja H' = H e portanto H é uma matriz simétrica.
Vejamos agora que H'H = I,,. Tem-se
H'H = H?

= (I, —2PP")? = (I, — 2PPT)(I, — 2PPT")

=12 -21,PP" —2PP'"I, +4PP"PPT

= I, —4PP" +4P (PTP) PT = I, —4PP" +4PP"

-]

= I,.
Em termos de dimensodes de matrizes, nao devemos esquecer que P nao é uma matriz qua-
drada! Assim, como P é uma matriz n x 1 e PT é uma matriz 1 x n, podemos efetuar o

produto P[1]PT que corresponde ao produto de 3 matrizes (n x 1)(1 x 1)(1 x n) sendo o

resultado uma matriz n x n, neste caso PPT.

Esta demonstracio que fizemos para o caso geral, é obviamente valida para a primeira alinea,

e com muito menos contas!

Grupo VI. Neste grupo tinhamos de provar uma equivaléncia, e vamos tratar cada uma das

implicacoes separadamente.
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Vamos provar que se A' = —A entdo ' Az = 0 para todo o x € My »1(R). Podemos comecar por
observar que como z' Az é uma matriz 1 x 1, ou seja um ntmero real, entdo vai ser igual & sua

transposta (porqué?), e portanto tem-se
T T
T Az = (xTAm) — AT (xT) —2"ATz Yz e My (R),
e portanto no caso em que AT = —A temos entdo que
2T Ar =2 ATz = 2" (—A)z = —2" Az Yz € Mpx1(R),
ouseja x' Az = —x' Az, Vr € Myux1(R), o que equivale a 22" Az = 0,Yx € M, »1(R). Provamos
portanto que AT = —A = 2T Az = 0,Vz € My« (R).

A outra implicacio consiste em provar que z' Az = 0,Yz € M,x1(R) = AT = —A.

Um aspeto essencial é a utilizacdo do quantificador universal na primeira parte desta implicagao,
pois é esse quantificador que nos vai permitir provar que a matriz A é anti-simétrica. Calculando

2" Az = 0 para um z € M,,»1(R) genérico e uma matriz A n x n genérica, chegamos a uma tinica

2

equagao com as n componentes de x e as n“ componentes de A.

a1 a2 a1z - Qip 1 1

T az1 ag2 Q23 -+ A2y o " n " )
v Av=lzizy-x] | . T =Dl mian Y wiai ) miam] |
: : : i : : i=1 i=1 i=1 :

apl Aap2 ap3 -+ QAapn T Tn

n n

n
=I Z ;A1 + To Z TiQio + -+ Ty Z X;Qim,
i=1 i=1 i=1

n n
= DT ) it

= ixjixiaij =O,V1‘€Mn><1(R). (1)

E claro que a partir destas equagdes, tal como estdo, nao podemos concluir nada! Mas como temos
um quantificador universal, isso significa que posso escolher o z que me der mais jeito! Por exemplo

se escolher = [100...0], ou seja 1 = 1 e x; = 0 para j # 1 e substituir em obtemos

1 1

2
aj‘j J?Z'(Iij = Z $j Z xiaij =1 a1 = a1 = 0.
7j=1 1=1 J=1 =1

Se escolher z tal que todas as suas componentes sao iguais a 0, com excec¢ao da componente k entao
posso concluir que o tnico termo nao nulo da soma é o que envolve ayi e portanto axr = 0, e isto
para qualquer k entre 2 e n. Ou seja concluimos que todos os elementos da diagonal principal da

matriz A sdo nulos.

E para os outros elementos da matriz? Por exemplo, sabemos que para uma matriz anti-simétrica é
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necessario que as; = —ais, € olhando para o somatério anterior, vemos que as nicas componentes
de x associadas a a9 € a ao1 S840 x1 e T3, e mais geralmente vemos que as Unicas componentes de

x associadas a a;j e a aj; 580 x; e T;.
Escolhendo x = [110--- 0] e substituindo em obtemos

2 2 2 2
Tiaij; = Z zj Z Tia;j = I1 Z Tia; + T2 Z T2
i=1 i=1

n n

Ly
j=1 =1 j=1 =1
= z1(z1011 + T2021) + 22(T1012 + T2022) = T1w2(A12 + A21)
= aj2 + as1, pois a;; = age =0
= a2 + a1 = 0. (2)
Da equagao ([2)) concluimos que ag; = —ajo.

Mais geralmente escolhendo x tal que todas as suas componentes sao iguais a 0, com exce¢do das

componente t e s (com t # s) que sdo iguais a 1, tem-se

n n n n
Zj Tilij; = Ts Z Til;s + Tyt Z TGt = xs(xsass + xtats) + fL‘t(xsast + xtatt)
j=1 =1 i=1 i=1
=1(1-0+ lag) + 1(lage +1-0)
= Gts + Qs pOiS Ass = At = 0
= Qs + QAgt = 0. (3)
Tal como anteriormente da equacao concluimos que ags = —as, Vi, s = 1,...,nparat # s.
Provamos assim que ' Az = 0,V2z € M,x1(R) implica que a;; = —aj;,Vi,j = 1,...,n, o que
equivale a AT = —A.
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