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TRABALHO / RESOLUCAO:

1. Considere um saco com bolas azuis e vermelhas, de onde se tiram as
mesmas uma a uma, e onde se pensa que o numero de bolas vermelhas
ndo € inferior ao de bolas azuis. Finda a tiragem, pretende-se confirmar
este ultimo facto, construindo uma gramética independente de contexto
(CFG) para o efeito.

No exercicio 5 da AF4 fizemos a resolucao para o0 caso em que 0 numero de
0’s e 1’s sdo iguais. A resolucado é quase igual com uma pequena alteracao.

Comecando por transcrever a abordagem 1 da resolucao referida:
“Yamos analisar as sequéncias pares que pertencem a linguagem.

A palavra vazia pertence a linguagem, vou ter de ter sempre, sendo S o estado
inicial, que conseguir derivar € a partir de S (posso ter S-->¢, ou S-->P e P-->¢,

etc.).

01 e 10 séo as palavras de tamanho 2 que pertencem a linguagem. Sao
facilmente geraveis usando producfes S-->0S1|1S0. Contrariamente as

capicuas, os simbolos a esquerda e a direita sdo opostos.
Continuando, agora para o tamanho 4:
0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100

Se pegarmos nas instrugcdes S-->0S1|1S0|e, em 4 dos casos, conseguimos
gerar as sequéncias: 0011, 0101, 1010 e 1100. O problema é precisamente

com as capicuas. Vamos ver as sequéncias de tamanho 6:

000111, 001011, 001101, 001110, 010011, 010101, 010110, 011001,011010,
011100, 100011, 100101, 100110, 101001, 101010, 101100, 110001, 110010,
110100, 111000
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Vamos pegar nos que nao sao reconhecidos pelas producdes S-->0S1|1S0|e:
01-10
10-01
0011-01
0011-10
01-0011
0101-10
01-1010
01-1100
10-0011
10-0101
1010-01
10-1100
1100-01
1100-10

Fiz aqui uma separacao para vermos que cada uma das partes pode ser
reconhecida pelas referidas produgdes, mas néo o todo.

Se pensarmos numa sequéncia grande aleatéria, digamos, com tamanho 20,

como:
01011001100101100110
Vamos tentar separar como fizemos anteriormente:

0101-100110-0101-100110
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(note-se que pode haver mais do que uma hipotese de separacédo, por exemplo

0101 é valida, mas 01 em particular também ¢€)

Embora possa nao ser imediato, eu vou sempre conseguir, para sequéncias
em que o numero de 0's e 1's € igual, ter 1 ou mais subsequéncias geradas
por aquelas producdes e que garantem que o numero de O's e 1's é igual. Para
iSsO, se tiver S-->SS conjugado com S-->¢, eu posso ter qualquer numero de

subsequéncias.

Chegamos assim a CFG final:

S-->SS|0S1[1S0Je

Como vimos, esta CFG sera ambigua, basta ver o caso 0101:
S ==>0S1 ==>0101

ou

S ==>SS ==>0S1S => 01S ==> 010S1 => 0101

ou ainda

S ==>(0S1 ==> 0SS1 ==> 01S0S1 ==> 010S1 ==> 0101”

Terminada a transcri¢do, agora a diferenca € que teremos um nimero maior ou
igual de bolas vermelhas comparativamente as azuis. Trocando os 0’'s e 1’s por

a e v, temos, para o caso da igualdade:
S—>SS|aSv|vSa]|c¢
Existindo mais ocorréncias de v, bastara acrescentar S = v.

S—>SS|aSv|vSa|v|e
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2. Teste a gramatica para a tiragem: vermelha, vermelha, vermelha, azul,

azul, vermelha, azul, azul, vermelha, azul, vermelha.

Pode haver vérias solucdes, dado a gramatica ser ambigua. Uma hipétese

seria:

S=> (3xS>SS)

SSSS => (S>V)

vSSS => (2 x S>vSa)
vwSaaSSs => (S g)
vwvaaSS => (S->vSa)
vwaavSas => (S ¢)
vvvaavasS => (S—>aSv)
vvvaavaaSyv => (S->vSa)
vvvaavaavSav => (S g)

vvvaavaavav
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3. Entretanto, diz uma lenda que uma fada boa resolveu intervir, fazendo
com que o numero de bolas azuis e vermelhas fosse igual. Mas mal virou
costas, a fada méresolveu introduzir 3 bolas brancas no saco. Esse saco
ficou guardado num bau durante muitos anos, até ser descoberto por um
informético que, sabendo da lenda, resolveu criar um autdmato de pilha
(PDA) para verificar se aquele poderia ser, efetivamente, o saco da lenda.

Descreva esse PDA.

A resolucdo do exercicio 5 da AF4 também d& uma pista. No caso, temos o
mesmo numero de bolas vermelhas e azuis, apenas nao temos as brancas.

Comecando por transcrever a resolucao do referido exercicio:

“A forma mais simples é eu pensar em empilhar o simbolo quando a pilha tem
no topo o simbolo inicial ou quando o elemento no topo é igual, e desempilhar
guando o simbolo é diferente. Assim, a pilha sera composto por n elementos de
um dos simbolos se existirem, até ao momento, n ocorréncias a mais desse
simbolo relativamente ao outro. Por exempo, 001110, contando o topo da pilha

como o elemento mais a esquerda, teremos sucessivamente:
Z,0Z,00Z,02Z, 2, 1Z, Z e, finalmente, a pilha vazia.

Assim, o PDA sera este:

0.2/0Z
1,Z/1Z
0,0/00
1,1/11
0,1/
1,0/

Start q0 £,7/¢

Note-se que aqui reconheco simultaneamente por pilha vazia e por estado final.

Se quisesse apenas por estado final, poderia deixar como esté ou entdo fazer

0(q0, €, Z) = (q1, Z) - ndo mexendo na pilha, deixava o Z no topo.
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Se quisesse apenas por pilha vazia, ndo haveria necessidade de existir o
estado final, pelo que poderia ficar 6(q0, €, Z) = (90, €) - retirando o0 Z, a pilha
fica vazia e a sequéncia € aceite, ndo havendo necessidade de mudar de

estado.

Neste caso concreto, temos 3 bolas brancas misturadas com um numero igual
de azuis e vermelhas. Podemos manter o mesmo principio, mas sempre que
sair uma bola branca mudamos de estado sem mexer na pilha. Assim, quando
estivermos nos estados 0, g1, g2 e g3, teremos tirado 0,1, 2 e 3 bolas
brancas, respetivamente. S6 a partir do momento em que estamos em g3 €
gue poderemos terminar, caso o numero de bolas azuis e vermelhas ser igual,
ficando no topo da pilha o simbolo inicial Z. Vejamos a solucéo para as 3
situacOes de reconhecimento (pilha vazia + estados finais, estados finais e

pilha vazia, respetivamente):

AZIAZ AZIAZ AZ/IAZ
AAAA AANAA AANAA
AV/e A Ve AN/e
V,ZIVZ VZINZ VZINZ.
V.VIVV V,VIVV V.VIVV
V,Ale B.Z/7Z V,Ale B.7/Z V.Ale B.Z/Z
B,A/A B.A/A B,A/A
Start 40 B,V/V o gl B,V/V o B,V/V
AZIAZ AZIAZ AZIAZ AZIAZ
AATAA AAAA AAIAA AA/AA
AV/s AVie AV/e AVie
V.ZIVZ V.ZIVZ V.ZIVZ V,ZIVZ
V.VIVV V.VIVV V.VIVV NAZAAY
V.Ale B.Z/Z V., Ale B.Z/Z V.Ale B.Z/7 V,Ale
B.A/A B.A/A B.AJA
Start _ B.V/V > gl BV/V > B,V/V > 3 e, 217 __
AZIAZ
AZIAZ AZIAZ AZIAZ AAAA
AAIAA AA/AA AAIAA AVlie
AVie AVie AVie V.ZINZ
V,ZIVZ V.ZIVZ V,ZIVZ V.V/IVV
VV/VV VV/IVV V.V/VV V,Ale
V,A/E B.7/7 V,Ale B.Z/Z V., Ale B.Z/Z elle
B.A/A B.A/A B.A/A
Start q0 B,V/V »{ qi B,V/V > @ B,V/V » 33
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4. Usando a ferramenta UAbALL, verifique que a sequéncia vermelha,

branca, vermelha, vermelha, azul, branca, azul, vermelha, azul, branca,

azul, vermelha, azul. Mostre a simulagao passo, incluindo o diagramae a

pilha.

Vamos pegar no exemplo de reconhecimento por pilha vazia:

Inicio: VBVVABAVABAVA

Start

Start

AZIAZ
AZIAZ AZIAZ AZIAZ AAAA
AA/AA AA/AA AA/AA AVie Z
AVie AV/e AV/e V,ZINZ
VZINZ V.ZINZ V.ZINZ VVIVV |_ 1
VVIVV V.V/IVV VVIVV V.Ale
V.Ale B.Z/7 V,Ale B.Z/Z V. Ale B.Z/Z ef/e
B,A/A B.A/A B,A/A
B.V/V -~ BV/V _ B.V/V _
& N\, " AN
Inicio: VBVVABAVABAVA
ALLIAL AGLIAL AGLIAL AZATAA
AA/AA AATAA AA/AA AVie "'v."l
AVie AV/e AV/e V,ZIVZ
V.ZINZ V,ZIVZ V.ZIVZ VV/VV 7
V.VAVV V.VIVV V.VIVV V,Ale
V.AfF, B.Z’;‘z V,Ale B.Z/Z V,Afﬁ B’zfz a,Zfa |_
B.A/A B.A/A ﬁ B.A/A 1
N BV/V BNV/V BV/V
q0 > ql > 2 > g3
\_/ N
Inicio: VBVVABAVABAVA
AZIAZ AN
AZIAZ AZIAZ AZIAZ AA/AA
AAAA AAIAA AAAA AVie z
AVie AVie AVie VZIVZ
VZVZ VZNZ VZVZ VVIVV
VVIVV VV/VV VVIVV VA/E |_ 1
V.A/e B.Z/Z V.Ale B.Z/Z V,Ale B.Z/Z elle
B.A/A B.A/A Q B.A/A
Start BV/V B.V/V N BV/V
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Inicio: VBVVABAVABAVA

AZIAZ
AZIAZ AZIAZ AZIAZ AA/AA
AAAA AA/AA AAJAA AV
ANV/e AVie ANig V.Z/IVZ
VZVZ V.ZIVZ VENZ VVIVY
VVIVV VVIVV VVIVV VA
V.A/E B.Z/7 VA B.Z/7 V.A/z B.Z/7 eZle
B.A/A B.A/A B,A/A
Start B.V/V TN B.V/V ; K B.V/V
Inicio: VBVVABAVABAVA
AZIAZ AZIAZ AZ/AZ AAAA
AA/AA AAIAA AA/AA AVie
AVie AVie AVie VZNZ
VZNZ V.ZIVZ VZINZ VVIVV
VVIVV VV/IVV VVIVV V.A/E
V.Ale B.Z/7 V,Ale B,Z/Z V.Alg B.Z/7 g,2/e
B,A/A B.A/A B.A/A
Start - B.V/V N B.V/V N B.V/V N
Inicio: VBVVABAVABAVA
AZIAZ AZIAZ AZIAZ AAAA
AA/AA AAAA AA/AA AV/e
AVie AVie AVie V,ZVZ
V.ZIVZ VZNZ VZINZ VVIVV
VVIVV VVIVV VVIVV VA/E
V. Ale B.Z/Z V.A/e B,Z/Z V,Ale B.Z/Z elle
B.A/A B.A/A B.A/A
Start / R B.V/V N B.V/V B.V/V
Inicio: VBVVABAVABAVA
AZIAZ
AZIAZ AZIAZ AZIAZ AAJAA
AAJAA AAAA AAAA AVie
AVie AVie AVie VLZVZ
VZNZ VZNZ VZNZ VVIVY
VVIVY VVIVV VVIVV V.A/e
V,A/e B.Z/7 V,A/e B.Z/Z V,A/e B.Z/7 eZ/s
BA/A B,A/A (3
BV/V 2 BV e

P =D =D D

=1
—
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Inicio: VBVVABAVABAVA

AZIAZ
AAAA
AVie
V.ZNVZ
VVIVV
VA/e

B.Z/Z

B.Z/Z

AZIAZ
AA/AA
AVie
V.ZNZ
VIV
ViA/e B.Z/Z

Inicio: VBVVABAVABAVA

AZIAZ

AZIAZ AZIAZ AZIAZ AA/AA

AMAA AANAA AAAA AVl

AV AV AVl VZNVZ

VENZ VENZ VEINVZ VVIVV

VVVY VYV VYV VA

V.A/e B.Z/Z V.Ale B.Z/Z V.A/e BZ/Z £,21E

BA/A R BA/A B.A/A
s (o B.V/V w B.V/V " B.V/V o
L.
Inicio: VBVVABAVABAVA

AZIAZ
AZIAZ AZIAZ AZIAZ AA/AA

AMAA AANAA AAAA AVl

AV AV AV VZVZ

VZNZ VINZ VZNZ VVVY

VVAVY VVAVY VY VA

V.A/e B.Z/Z V.A/e B.Z/Z V.Ale B.Z/Z ezl

B.A/A ( k B.A/A B.A/A
s (o B.V/V w B.V/V @ B.V/V o
;.
Inicio: VBVVABAVABAVA

AZIAZ
AZIAZ AZIAZ AZIAZ AAAA

AANAA AAAA AAIAA AVie

AV AN/s AV VZINZ
VZINZ VZVZ VZNZ VAV

VY VIV VVAVY VA

V.A/e BZ/Z VA% B.Z/Z V.Ae B.Z/Z 43

BAA ﬁ BA/A BA/A (3

Start BV/V - \qy BV/V - B,V/V e

N
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Inicio: VBVVABAVABAVA

AZIAZ
AZIAZ AZIAZ AZIAZ AAJAA
AAAA AAAA AAAA ANVie
AN/e ANVle AVie VZNEZ
VZINZ VZIVZ VZINZ VV/VV
V,VIVV V.V/IVV V,VIVV V,Ale
V.A/e B.Z/Z V.Ale B.Z/Z V,A/e B.Z/Z £,2/e
B.A/A B.A/A B.A/A
Start B.V/V B.V/V B, V/V
q0 —\\q—lj > 2 > q3
;.
Inicio: VBVVABAVABAVA
AZIAZ
AZIAZ AZIAZ AZIAZ AAJAA
AAAA AAAA AAAA ANVie
AN/e ANVle AVie VZNEZ
VZINZ VZIVZ VZINZ VV/VV
V,VIVV V.V/IVV V,VIVV V,Ale
V.A/e B.Z/Z V.Ale B.Z/Z V,A/e B.Z/Z £,2/e
B.A/A B.A/A B.A/A
Start B.V/V B.V/V B, V/V
q0 —\\q—lj > 2 > q3
Inicio: VBVVABAVABAVA
AZINZ
AZIAZ AZIAZ AZIAZ AATAA
AAAA AAAA AANAA ANle
AN/e AN/e ANVie VZ/VZ
VZINZ V.ZINZ VZIVZ VVIVV
V,VIVV VVIVV V.VIVV V,Ale
V.A/e B.Z/Z V. Ale B.Z/Z V.Ale B.Z/Z e,Zle
B.A/A B.A/A B.A/A
Start B V/V B, V/V B.V/V
q0 —\q—l/ > q2 > q3
;.
Inicio: VBVVABAVABAVA
AZIAZ
AZIAZ AZ/IAZ AZIAZ AA/AA
AAAA AAAA AAAA AVie
AVe AVie AVie V.ZINZ
VZIVZ VZNZ V.ZNZ VNV
VVIVV VNV VVIVV V.A/e
ViAle B2/ ViA/e BZ/7Z VAl B,Z/Z &2/e
BA/A BA/A BLA/A
Start BV/V B.V/V B.V/V
q0 —Ql/ q2 > g3
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