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Correccao Sumaria

Grelha de correccao das respostas de escolha multipla:

1. ] 2. 3.
a) | d)|c)

4. Comece-se que por notar que por a | b, 2 E Z, pelo que o problema estd bem posto.

Uma vez que p|b, tem-se que b = kp para um certo k € Z. Por outro lado, sendo p
um ndmero primo e p fa, mde(p,a) = 1. Assim sendo, resulta da Proposigao 1.9 do
Texto sobre Divisibilidade que

alb N b=kp = alk.

Tem-se entao

com £ € Z, o que prova que p|L.

5.1. Uma vez que por defini¢do de maximo divisor comum tem-se que mdc(a/2,0) | (a/2)
e, naturalmente, (a/2) | a, resulta por transitividade que mdc(a/2, b) | a. Isto prova
que mdc(a/2,b) é um divisor comum a a e a b. Logo, resulta da definicao de
mdc(a, b) que

mdc(a/2,b) < mdc(a,b). (1)

Reciprocamente, uma vez que mdc(a,b) | b em que b é um nimero impar, tem-se
que mdc(a, b) é um ntimero impar. Logo, 2 /mdc(a, b), pelo que 2 e mdc(a, b) sdo
nimeros primos entre si. Tal como na questao 4, resulta entao que

mdc(a,b) |a A a= 2% = mdc(a,b) | (a/2).

Consequentemente, mdc(a, b) é um divisor comum a a/2 e a b, o que conduz pela
definigao de mdc(a/2,b) a desigualdade

mdc(a, b) < mdc(a/2,b). (2)

A igualdade pretendida deriva entao de e de .

5.2. Em termos de factorizacio em nimeros primos, tem-se que mdc(a®, b*) é igual
ao produto dos factores comuns, cada um elevado ao menor expoente. Se a
factorizacdo em nimeros primos de a* e de b* nao tém factores comuns, entdo a
factorizacao em nuimeros primos de a e de b também nao tém factores comuns.
Logo, mdc(a b) = 1. (Note que se a = pi* ... pS" para py, ..., p, nimeros primos,
entao a® p'm1 ..pFersendo esta factorizagao de a® em nimeros primos tnica
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6.1.

6.2.

7.1.

7.2.

Case Base: n = 0. Este caso é imediato, pois qualquer niimero nao nulo divide
o 0.

Hipétese de inducao: Dado n € N, qualquer, suponhamos que
pl(n” —n).
Tese de indugao:
pl((n+1)" = (n+1)).
Pelo Binomio de Newton tem-se

(n+1)P —(n+1) = zp: (i)np—k—(nﬂ)

k=0

= np+(]1))np1+...+(pfl>n+1—(n+1)

_ (np_n)+(]1))np‘1+...+(pfl>n,

em que, pela hipétese de indugao, n? — n é divisivel por p, enquanto que os
restantes termos sao divisiveis por p pelo Exercicio 9.1 da Actividade Formativa
2. Deste modo prova-se que p é divisor de (n + 1)? — (n + 1).

Pelo método de indugao matematica, fica assim provado que

p|(n? —n), VnéeN,

Se p nao for primo, o resultado nao é verdadeiro. Por exemplo, para p = 4, tem-se
que p nao é um divisor de 2P — 2 = 14.

Tome-se, por exemplo, a = 5,b =2,k =2en =6. Tem-se 2-5 =2 -2 (mod6),
mas 5 # 2 (mod6).

Por exemplo, para a = 2,b = 1,k = 3 en = 7, tem-se 2> = 13 (mod 7), mas
2# 1 (mod7).

Este exercicio mostra que o reciproco das implicacoes estabelecidas no final das alineas
4 e 5 da Proposicao 1.24 do Texto sobre Congruéncias sao ambos falsos.




