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Correccao Sumaria

Grelha de correccao das respostas de escolha multipla:

1.]2.]3.
d) | d)|b)

4. Se a|m e b|m, entao e por definigao de divisor, existem k,[ € Z tais que
m = ka, m=1b.
Consequentemente, ka = m = [b. Isto implica, por transitividade,
b| (Ib) A (Ib) | (ka) = b] (ka). (1)

Mas, por hipdtese, a e b sao primos entre si. Logo, pela Proposicao 1.9 do texto sobre
Divisibilidade, resulta de que
bk,

ou seja, k = rb para um certo r € Z. Assim sendo, tem-se
m = ka = (rb)a = r(ab),

o que prova que (ab) | m

5.1.1. Case Base: n = 0. Como 13| (4 — (—9)), tem-se, equivalentemente,
40+t = 392 (mod 13),

0 que prova o caso base.
Hipétese de indugao: Dado n € N, qualquer, suponhamos que

42t = _37%2 (mod 13).

Tese de indugao: 4*"3 = —3""3 (mod 13).
Atendendo a hipétese de inducao, tem-se

42n+1 3n+2 (mod 13)

Por outro lado,
4? =16 = 3 (mod 13).

Logo, pela compatibilidade das congruéncias com o produto (Proposigao 1.24
alinea 5 do texto sobre Congruéncias),

4242 = —3"+2. 3 (mod 13),
o que é equivalente ao pretendido:

42'rL+3 3'rL+3 (mod 13)

Pelo método de indugao matematica, podemos assim concluir que para qualquer
n € N tem-se 4?"*1 = —3"*2 (mod 13).




5.1.2. De acordo com o Exercicio 3 da Actividade Formativa 2 (ver resolugao),

5.2.

6.1.

13](16" —3"), neN.

Por linearidade (Lema 1.1 Propriedade (i) do texto sobre Divisibilidade), tem-se
entao

13|(16™ — 3")
— 13] (4(16™ — 3") + 13- 3"),
13 | 13 :427lm3n+2
o que, equivalentemente, traduz-se por 4*"*1 = —3""2 (mod 13).

De acordo com o Lema 1.11 alinea 2 do texto sobre Divisibilidade,
mdc<42n+1 T 3n+27 3n+2) — mdc((42n+1 + 3n+2) _ 3n+2’ 3n+2) — HldC(24n+2, 3n+2).

Uma vez que 2 e 3 sao numeros primos, 2472 e 32 sao duas factorizacoes em
numeros primos. Logo, tal como no Exercicio 7 da Actividade Formativa 2 resulta
que

mdc (2412 3712) = 1.

De modo equivalente, pretende-se provar que

p
Ek=12....p—1.
p\(k), 2,

Ora, para qualquer £k =1,2,...,p — 1 tem-se que

pl = (i) (p — k)IE!

Como p! =p(p—1)!, (p — 1)! € N, tem-se entao p|p! e, portanto,

p
ol (7)o ke 2)
O resto do exercicio resume-se a provar que

pflp—Fk)kl, k=1,2...,p—1 (3)

Com efeito, provado , resulta do facto de p ser primo e do Lema 1.11 alinea
1 do texto sobre Divisibilidade que mdc(p, (p — k)!k!) = 1 e, portanto, por e
pela Proposigao 1.9 do mesmo texto, p | (i), k=1,2,....,p— 1.

Para provar (3) comece-se por notar que
= —(p — k) (modp)
ou, mais geralmente,
k—i=—(p—k+1i)(modp), i=0,1,...,k—1
Assim sendo,

kl(p — k)! (1) —k) (p—k+1)...(p—2)(p— 1)(p — k)! (mod p)

—(p—1)(p—2)...(p—+1) (k) =(p—1)!

(=1 — k)(p — 1)! (mod p),




6.2.

onde, pelo Teorema 1.34 (Wilson),
(p—1)! = —1(modp)
por p ser primo. Consequentemente,
ki (p = k)! = (=1)""(p — k) (mod p),

em que por k = 1,2,...,p—1 (ou seja, por k # 0, k # p), (p — k) Z 0 (mod p).
Logo, k!(p — k)! # 0 (mod p), o que equivale a (3)).

Atendendo ao Binémio de Newton,

(1+m)p=i(‘2)mk:1+mp+zzzi(i>.

k=0

Mas, pela alinea anterior,

(Z) =0(modp), k=1,....p—1 = g(i) = 0 (modp).

Logo, pela reflexividade e pela compatibilidade das congruéncias com a soma
(Proposicao 1.24),

p—1
1+ mP + <p> =1+ m” (mod p).
1




