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I. Questoes de escolha multipla.

Em cada questdo de escolha miltipla apenas uma das afirmagdes a), b), ¢), d) é
verdadeira. Indique-a marcando x no quadrado respectivo. Caso pretenda anular
alguma resposta, escreva “Anulado” junto a essa resposta e indique, se for caso disso,

a que pretenda que seja considerada.

Questao 1

1 1 0

Seja A, = [2 3 a| € M3y3(R) e B, = [1 3 a]T € M;,1(R). Considere as
0 o 4

afirmacoes seguintes:

(i) A, é invertivel se e s6se @ # 2 e av # —2.

(ii) O sistema A,X = B, é possivel, para todo o o € R.

(i) [0 1 O]T é solugao do sistema A, X = B, para todo o o € R.
Entao:

a) Nenhuma das afirmagoes é verdadeira.
b) Apenas uma das afirmacoes é verdadeira.

c) Apenas duas das afirmagoes sdo verdadeiras.

X 000

d) Todas as afirmagoes sao verdadeiras.
Questao 2

Considere a aplicagao linear f : R* — R*, dada por f(z,y, z,w) = (x,y, z, w). Entdo:
[ ] a) 0 é valor préprio de f.
[] b) (0,0,0,1) nao é vetor préprio de f.
c) f=f~

[[] d) Nao existe uma base de R* formada s6 por vetores préprios de f.



Questao 3

Considere os subespagos de Ry[z] definidos por

F={,12*+ 1),
G={1+2"1+2z).

Entao:

[] a)dim(F +G) [] ¢)dim(FnG)=0.

b) dim(F + G) = 4. [] d)dimF = 2.
Questao 4
0 6 11
. g 0 00 .
Seja Apg = V201 0|€ Myx4(R) e |Ag| o determinante de Ag.
V3 1 10
Entao:
a) |Ag| = 5. [] c) Al =0,Y3eR.
[1 b)|As| =55 (] d) |4, = 28.

RESPONDA AOS GRUPOS SEGUINTES NO CADERNO DE PROVA

Nos grupos seguintes justifique todas as afirmacées apresentando os raciocinios e os
calculos que efetuou para as obter.

IT. Diga se é verdadeira ou falsa cada uma das afirmagdes nas alineas a) e b) seguintes,
justificando cuidadosamente a sua resposta através de uma demonstracao ou de um
contra-exemplo, consoante o que for apropriado.

a) Seja A € M3,3(R) tal que o seu polindmio caracteristico é pa(z) = z(z—1)(z—2).
Entao, A é uma matriz invertivel.

b) Considere o espaco vetorial R? e o conjunto F = {(z,y, 2) € R3: xyz = 0}. Entdo,
F é um subespaco vetorial de R3.

III. Considere o sistema de equacoes lineares

T+ x4 =1
$1+$3=2
$2+$3+$4=—1
$1+$2+$3=0

Utilizando o método de eliminacdo de Gauss e indicando claramente todas as ope-
racoes que efetuar, discuta a resolubilidade deste sistema e, caso ele seja resolivel,
determine todas as suas solugoes.



IV. Considere a aplicagdo linear f: R® — R? definida por

f(1,0,1) = (1,2,3)
f(1,0,0) = (3,—1,0)
f(0,1,1) = (1,1,0).

a) Determine a expressao geral da aplicagao f.

b) Determine a matriz A = M(f;B,B) que representa f relativamente & base
canénica B de R? na partida e na chegada.

c) Defina os subespacos Nuc f e Im f. Determine uma base para Nuc f e determine
uma base para Im f.

d) Determine uma base para R? que inclua uma base de Im f.

V. Seja A € M,x,(R) uma qualquer matriz n x n de elementos reais. Considere as
matrizes A, = 3 (A+ AT) e A, = 1 (A— AT), designadas, respetivamente, por
parte simétrica, e parte anti-simétrica, de A.

a) Mostre que A é uma matriz simétrica e que A, é uma matriz anti-simétrica.
b) Mostre que A, e A, comutam se, e s6 se, A e AT comutam.

c) Relacione entre si os tragos de A, As e A,. (Recorde que o trago de uma matriz
B ¢ definido por Tr B = }}7_, Bj;.)

FIM

RESOLUGAO

As resolugdes que se seguem sao feitas com algum detalhe, por vezes maior que o neces-
sario, de modo a que possam constituir tteis materiais de aprendizagem. Em particular,
nas questoes de escolha multipla, onde apenas era necessario indicar a opg¢ao correta,
apresentam-se, também, os calculos necessarios a sua obtencao.

1. Usando a primeira linha (por exemplo) para calcular o determinante obtemos
Agl=(12—0*) —8=4—0a*=(2— )2+ a),

e como A, ¢é invertivel se e s6 se |A,| # 0, podemos concluir que a alinea i) é
verdadeira.

Para a alinea ii) j4 sabemos que no caso em que « # +2 a matriz é invertivel e
portanto o sistema tem sempre soluc¢ao, e é tinica. Para o caso a = +2 o sistema
tem solucao desde que a caracteristica da matriz aumentada seja a mesma qua a
caracteristica da matriz A,. Tanto para a = —2 como para a = —2 é facil ver que
tanto a matriz A, como a matriz aumentada tém caracteristica igual a 2, e portanto
o sistema tem sempre solugao.



A alinea iii) também é verdadeira pois tem-se
1 10 1
A X =12 3 a||l|=]|3|=D08.,
0 a 4 o

A opgao correta é portanto a opgao d).

Nota: Para quem reparasse que o vetor B, era uma das colunas da matriz, as alineas
i) e i) eram imediatas.

2. Uma vez que algumas alineas envolvem valores e vetores proprios vamos calcular a
matriz M que representa f em relacdo a base canénica de R*. Como f é a aplicacio
identidade, a matriz que representa f em relacdo a base canénica de R* ¢ a matriz
identidade, que é uma matriz diagonal. Portanto sabemos que os valores proprios sao
os elementos da diagonal principal, e que a matriz M = I, tem 4 vetores préprios
linearmente independentes (Proposicoes 6.33 e 6.35 da 3* edi¢do do manual).

Assim, podemos concluir que a), b) e d) sdo falsas e que ¢) é verdadeira, pois sendo
f a identidade é claro que f = f2.

A opgao correta é portanto a opgao c).

3. Sabemos que uma base de Ry[x] é por exemplo (1,z, 2%, 23, %), que tem portanto di-
mensdo 5. Identificando Ry[z] com R® podemos identificar os geradores de F' e G com
os vetores (1,0,0,0,0), (0,0,0,1,0),(0,1,1,0,0) para F, e (1,0,0,1,0),(1,1,0,0,0)
para (G. Como tanto num caso como no outro os vetores sao linearmente indepen-
dentes, a dimensao de F' é 3 e a dimensao de G é 2; podemos também concluir
que os vetores de F' se podem escrever na forma a(1,0,0,0,0) + 5(0,0,0,1,0) +

¢(0,1,1,0,0) = (a,c,c,b,0) e que os vetores de G se podem escrever na forma
d(1,0,0,1,0) +e(1,1,0,0,0) = (d + e,¢e,0,d,0). Pelo Teorema das Dimensoes temos
que

dim(F+G) = dim F+dim G—dim(FnG) = 3+2—dim(F nG) = 5—dim(F nG).

Pela definicao de F' e G podemos ver que 1 e 2% pertencem a F e que 1 + 2% pertence
a (G, e portanto a intersecgao F' n GG nao se reduz de certeza ao polinémio nulo, o
que permite eliminar a op¢ao c).

Raciocinando em termos de R®, um vetor (x1, z2, T3, T4, T5) pertence a intersecgio
F n G se pode ser escrito como combinacao linear tanto dos vetores geradores de F
como de G, ou seja se ¢é solugao de

($1,$2,$3,$4,$5) = (G,C, ¢, b7 O)
($1,$2,$3,x4,$5) = (d+ €, 6707da O)

e portanto
(21, T2, 23, 24, 75) = (a,¢,¢,b,0) = (d + e,¢,0,d,0).
Facilmente se conclui que as solugoes do sistema anterior sao os vetores da forma

(a,0,0,a,0) = a(1,0,0,1,0) (ou em termos de polinémios, os multiplos de 1 + x3), e
portanto dim(F nG) =1ledim(F+G)=5—-1=4.

4



A opgao correta é portanto a opgao b).
Nota: Também podiamos ter calculado diretamente a dimensdao de F' + G.
4. Para um determinante 4 x 4 vale sempre a pena perder uns segundos a escolher a melhor

linha/coluna. Neste caso a segunda linha ou a tltima coluna davam os melhores
resultados.

Escolhendo a segunda linha para desenvolver o determinante 4 x 4 e depois a terceira
coluna para o determinante 3 x 3 obtemos

11 0 1
40l =80 10 8] | <=5 x (-1 =5
’ 110

e a opgao correta é portanto a opgao a).

II. a) Se o polinémio caracteristico de A € M3,3(R) é pa(z) = z(z — 1)(z — 2), entao,
necessariamente 0 é valor proprio de A e portanto A ndo é uma matriz invertivel.

b) Vamos mostrar que o conjunto F = {(z,y, z) € R*: zyz = 0} nao é fechado para
a soma. Para isso escolhemos 2 vetores em F tais que a sua soma nao esta
em F. A maneira mais simples é reparar que os elementos de F tém uma das
componentes nulas, e se essa componente nao for a mesma para os 2 elementos
entao em geral a sua soma nao pertence a F.

Por exemplo u = (0,1,1) e Fev = (1,0,1) e F, masu +v = (1,1,2) ¢ F.
Este (contra)exemplo mostra que F nao é um subespago vetorial de R3.

III. Antes de utilizarmos o método de eliminacdo de Gauss para estudar o sistema

T+ x4 =1

T, + 3 =2

To+ 23+ x4 = —1
$1+$2+$3=0

vamos escrevé-lo em forma matricial:

10 0 1| |2 1
1 01 0ffaf 2
01 1 1] x| |-1
1 1 1 0| |xy 0
A matriz ampliada deste sistema é
10 0 1] 1
1 01 0] 2
011 1]-1}’
111 0] O
e portanto
10 0 1] 1 100 1] 1 100 1] 1
1 01 0] 2 001 -1 1 001 -1 1
01 1 1|—-1{ to—t, (O 1 1 1]-1 ) 010 2|=-2| i
1110l ofl""Jo11 —-1]-1] %+% o000 1| of i



1000 1 1000 1

00 10| 1 010 0|2
h-ty [0 1 0 0] —=2] estz [0 0 1 O 1
25 loo o 1) o 0001 0

Dada a forma final (4 pivots), podemos concluir que o sistema tem solugdo e que é
tinica, sendo dada por (1,-2,1,0)".

IV.

a) Como f ¢ linear tem-se

e portanto basta determinar f(1,0,0), f(0,1,0) e f(0,0,1) para determinar f.

Outra forma de resolver seria considerar a base ((1,0,1),(1,0,0),(0,1,1)) para
determinar f nessa base e depois mudar para a base candnica.

Uma vez que o que nos é dado sdo as imagens dos vetores da base ((1,0, 1), (1,0,0), (0,1, 1)),
para determinar f(1,0,0), f(0,1,0) e f(0,0,1), temos de escrever os vetores da base
canénica a custa dos vetores da base ((1,0,1),(1,0,0),(0,1,1)).

Sejam B = (ey, ea, e3) a base candnica e B; = (u, v, w) a base ((1,0,1),(1,0,0), (0,1,1)).

Queremos escrever eq,e5 € eg a custa de u,v e w . E 6bvio que e; = v e sem grande
dificuldade podia-se concluir que e =w —u+veez =u—v.

Para casos mais complicados podemos chegar a este resultado resolvendo o sistema

e; =qu + v+ 1w
€3 =anu + oV + oW

ez =a3Uu + [3V + Y3wW.

Em forma matricial

€1 a B u
e|=|az B2 7 Vs
es3 as Pz s | W
e apo6s substituicao:
100 ar B w101 a1 B m 1o 11" 0 10
01 0] =|as Ba 1 00 << |ag B =100 =/[-1 11
0 01 as B3 3| [0 1 1 as B3 3 01 1 1 -1 0

Podemos agora determinar a imagem dos vetores da base B pois
fler) = f(v) = (3,-1,0)
flez) = f(-u+v+w)=—f(u) + f(v) + f(w) = (3,-2,-3)
fles) = flu—v) = f(u) - f(v) = (=2,3,3),

e portanto a expressao geral de f serd

f(z,y,2) =xf(er) +yf(ex) + zf(e3) = (3x + 3y — 2z, —x — 2y + 32, —3y + 3z).



b) A partir da alinea anterior obtemos imediatamente a matriz que representa f na base

canonica
3 3 =2
A=1-1 -2 3
0 -3 3

As colunas desta matriz correspondem a imagem dos vetores da base canodnica.

¢) O nicleo de f corresponde aos vetores (z,y,2) € R3 tais que f(x,y,z) = (0,0,0).
A imagem de f corresponde aos vetores (z,y,z) € R? para os quais existe algum
(a,b,c) € R3 tal que f(a,b,c) = (z,v, 2).

Uma vez que det A = 12 # 0 concluimos que o ntcleo se reduz ao vetor nulo, e
portanto pelo Teorema da Dimensao que a imagem ¢é o espaco R? todo. O nicleo de
f tem dimensao zero, e uma base do ntcleo é a sequéncia vazia .

A imagem de f tem dimensdo 3 e podemos escolher a base candnica de R3 como
base da imagem.

d) Uma vez que a imagem de f é o espago R?, podemos escolher a mesma base que na,
alinea anterior.

V. Neste exercicio usaremos o facto de (AT)T =A,(A+B)T =AT+BTe(aA)T =aAT,
para qualquer matriz A e qualquer o € R.

a) Por definigao tem-se

(a7 +(an)")

N | —

T 1 T ! T\T
:;(AT+A):;(A+AT):AS,

o que mostra que A, é simétrica.
Vejamos agora que A, é anti-simétrica:

ar=(3a-an) = pa-an =g (a7
ey aean -,

o que mostra que A, é anti-simétrica.

b) Por definigdo as matrizes A; e A, comutam se e s6 se A, A, = A;A,. Usando a
definicao de A e A, tem-se

1 1 1 1
Ay = AAy — 5 (A+AT) 3 (A-AT) = 3 (A—A") 5(A+AT)

1 1

1 (AA—AAT + ATA-ATAT) = 1 (AA+AAT —ATA-ATAT)
e AA—AAT + ATA—ATAT = AA+ AAT —ATA - ATAT

e ATA+ ATA=AAT + AAT = 24TA=24AT

— ATA=AAT

— Ae A" comutam.

<



c) O traco de uma matriz corresponde a soma dos elementos da diagonal principal,
e portanto tem-se

o Tr(A+ B)=TrA+Tr B, pois >);_(A+ B)j; =37, Ajj + 25, Bjj,
o Tr AT =Tr A, pois 3" (AT);; =27 Aj e
o Tr(ad) =aTrA, pois D)7 (ad);; = ad | Aj.

Usando estas propriedades podemos concluir que

(TrA+TrA") = ;(TIA—i-TrA) =TrA.

N —

1
TrA,=Tr- (A+A") =
v s )
E para a parte anti-simétrica

(TrA—TrA) =0.

DN | —

Tr A, =Tr; (A-AT) = ! (TrA-TrA") =

2
Grupo V. do p-félio

a) Vejamos que V satisfaz as condigoes do Critério de Subespago Vetorial:

i) A matriz nula de ordem n, 0,, pertence a ¥ pois A0, = 0,;

ii) Se AB; =0, e ABy = 0,, entdo A(By + By) = AB; + ABy = 0,, +0,, = 0,
ou seja se By, By eV entao a soma By + By € V,

iii) SeaeRe BeV entao A(aB) = a(AB) = a0, = 0,, ou sejase BeV e
a € R entao (aB) € V.

b) Se a caracteristica de uma matriz n x n é igual a n, entdo essa matriz é invertivel
e portanto
AB =0, — B=A4""0,=0,.

Concluimos portanto que V se reduz a matriz nula 0,.



