Resolugao do efélio A

ALGEBRA LINEAR I  Coédigo: 21002

I. Questoes de escolha multipla.

Em cada questdo de escolha miltipla apenas uma das afirmagoes a), b), c), d) é
verdadeira. Indique-a marcando x no quadrado respetivo.

1. Considere as seguintes matrizes:

1 2 3 2 6 1
C=104 0leD=|0 2 2
5 6 16 00 1
Entao:
[ a)det(3DC™') =3. [1 c) det(3DC™1) =09.
b) det(3DC1) = 27. [] d)det(3DC™1) =1/3.
2. Considere a matriz ampliada
1 2 01
-1 1 5|2
1 3 2|3
01 04
O sistema de equacgoes que corresponde a esta matriz é:
s r+2y=1
roy-z=1 +y+5z=2
a){2z+y+3z2+w=4 c
L ) ryTes L1 <) r+2y+32=3
(9x+2z2=3 =0
y=4
r+2y=1 r+2y=1
—r+y+5z=2 —r+y+5z=2
x| b) < d
) T+3y+22=3 L4 T+3y+22=3
(y =4 z2=14
320
3. Amatriz |2 k 1] nao é invertivel para
0 2 3
[] a)k=0 c) k=2
[1 b)k=1 [] d) k=3
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4. Seja R[z] o espago vetorial dos polinémios na varidvel real z, e consideremos os
seguintes subconjuntos de R[z]:

(i) S1={peR[z]: p(0) =1},

(ii) Sz = {p € R[z]: p(0) = p(1) = 0},
(iii) S3 = {peR[z]: p'(x) =0,Vz € R}.

Entao:

[] a)S; é um subespaco vetorial de R[x].

[ ] b) S nado é um subespaco vetorial de R[z].

c) Sy e S3 sdo subespacos vetoriais de R[z].

[] d) Si, Sy e S5 sao subespagos vetoriais de R[x].

II. Aplicando o Método de Eliminacio de Gauss, determine para que valores de a a matriz

1 —a 0 0
0 1 —a 0
k= 0 1 —a
0 0 0 1

é invertivel, e para esses valores calcule R~! usando o Método de Eliminacio de Gauss-
Jordan aplicado a matriz [R|14].

I1I. Utilizando o Teorema de Laplace calcule o valor de

2 =3 7 1 9 11
1 0 3 0 -4 0
7T 4 9 -1 11 =5
iy 0 1 0 1 o
9 —4 11 1 13 2
4 0 1 0 -1 0
10 o 0
IV. Considere as matrizes A, = | -1 a « e M33(R)e B= | —1| € M3,1(R).
0 a a?+1 0

a) Estude a caracteristica da matriz A,. Determine todos os valores de « tais que
A, seja invertivel.

b) Considere agora @ = —1 e defina A := A_;.

i) Determine adj A e A~!, por esta ordem.
ii) Use a matriz A~! para resolver o sistema AX = 0.

iii) Resolva o sistema AX = B pelo método de Cramer.
V. Seja A € M, »,(K) uma matriz invertivel tal que A=' = AT. Mostre que det(A4?) = 1.

VI. Considere matrizes A, B € Mays(R) tais que det(A + B) = det A. Serd que se tem
necessariamente det B = 07

FIM
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Grupo 1.
1.
Como todas as matrizes envolvidas sdo matrizes 3 x 3 tem-se

det(3CD™") = 3*det(CD™!) = 3*det C det(D™') = 3* det C (det D).

Por outro lado det C szpl' 4(16—15) =4 edet D =2x2x 1 =4 e portanto (det D)~! = 1/4.
2

Conclui-se assim que det(3C'D™!) = 3*det C (det D)™ = 3% x 4 x 1 = 27. Assim, a alinea
certa é a alinea b).

2.
Facilmente se verifica que a alinea certa é a alinea b).
3.
Aplicando a regra de Laplace a 1* coluna da matriz tem-se
320
det [2 kK 1| =3Bk—2)—2x6=3B8k—2—-4)=9k—-2)=0 < k=2
0 2 3

Assim, a alinea certa é a alinea c).
4.
S1 ndo é um subespago de R[z]. Em S; nenhuma das condigdes de subespago é verificada.
Por exemplo, dados 2 polinémios p, ¢ € Sy, tem-se p(0) = 1 = ¢(0) e portanto p(0)+¢(0) =
1+ 1 =2 mas por defini¢do (p + ¢)(0) = p(0) + ¢q(0) =2 # 1, logo p + q ¢ S;.
O polinémio nulo também nao pertence a S; pois o seu valor em 0 é 0, e portanto nao
verifica p(0) = 1.
Finalmente se multiplicarmos um polinémio de S; por uma constante A € R\{1}, entao
(Ap)(0) = Ap(0) = A # L.
Tanto Sy como S3 sao subespagos de R[xz| pois satisfazem as condigdes de subespago.
Assim, a alinea certa é a alinea c).
Grupo V.
Para este exercicio convinha usar as seguintes propriedades, validas para qualquer matriz A
invertivel:

1

: —1y _ -1 _ :
i) det(A™') = (det A) Tt A

ii) det(AT) = det A;
iii) (det A)? = det(A?).

Por hip6tese A™! = A" e portanto usando i)(a esquerda) e ii)(a direita) tem-se que det A=! =
det AT = (det A)~! = det A, e multiplicando esta tltima igualdade por det A dos 2 lados
tem-se 1 = det A x det A. Usando agora iii) vem 1 = det A x det A = (det A)? = det(A?).
Grupo VI.
Uma vez que sabemos que em geral é falso que det(A + B) = det A + det B, com um pouco
de paciéncia era facil construir um exemplo em que det B # 0.

Tomando por exemplo

m 1
A:[(l) (1)] eB:l(l) _01]7“3 -se det(A"‘B):l:detAedetB:_§¢0_
2

e-Folio A 3



Algebra Linear | Efélio A 2013

Il. Considerando que Re *’M—ir—i ”Rj e gue a matriz ja estda em forma de escada, ndo é
necessaria mais qualquer transformacdo pelo método de eliminacao de Gauss. Assim,
r{R) =4

e como , a matriz R é invertivel Ya € IR, Pelo método de eliminacdo de

Gauss-Jordan temos:

1 —a 0 o (1 0 00 1 —a 0 01 0 0 0
®E=10 0 7 Lo ot oo 0 1 ofoo it alim
0 0 0 1 j0 0 0 1 0 0 0o 1|0 0 0 1
I —a O 01 O 0 [l 10001 aa :{i
o 0 10001 |00t ooo 1 o=

0 0 0 1(0 0 0 1 000 100 0 1



II1. Utilizando o Teorema de Laplace calcule o valor de

1
0 —4
1 11 -
0 1
1 13
0 -1

ONOUTO R
——

Resolucéo :

Célculo do determinante da matriz do enunciado (que designei por A) utilizando o Teorema de Laplace . As
seguintes notagdes, para o determinante, sdo equivalentes : det A = det(4) = |4] .

Foi aplicado o teorema a quarta linha, pois é uma das linhas que tem maior nimero de elementos iguais a zero
e além disso, essa linha tem elementos com valores 1 e —1.

dy
[2 -3 7 1 9 11]
7 4 o -1 11 gl o e
— - - = (—1)4+1. -
det(A4) = det 1 0 -1 - 0 ; -1 1 4 9 -1 11 -5 +
9 —4 11 1 13 2 4 -4 11 1 13 2
4 0 1 0 -1 0 0 1 0 -1 0
d2 d3
2 -3 1 9 11 2 -3 7 1 11
(M|l 0 0 =4 0 4 _pyms.qf1 0 3 0 0| —_4 44, —a
()()74—111—5 D 7 4 9 -1 -5 rreees
9 —4 1 13 2 9 —4 11 1 2
4 0 0 -1 0 4 0 1 0 0

Ficamos assim com 3 determinantes para calcular, designados por dy,d, e d; . Para aplicacdo do teorema, foi
escolhida a quinta linha para estes determinantes (e a segunda linha e a segunda coluna nos niveis seguintes),
pelas razdes anteriormente expostas. Para simplificagdo de escrita, serdo omitidos os termos (—1) de expoente
par e substituidos os termos (—1) de expoente impar, por troca de sinal. H4 um determinante parcial que se
repete com frequéncia designado por d, .

Lapt. |73 L 9 11 =3 7 1 A1y, 23 1 11 3 1 11
- 0 0 -4 0 0 3 o0 o * _
d, = - + = —4| 4 -1 —5|+3| 4 -1 —5|=
p 4 -1 11 -5 4 9 -1 -5(, 4 1 5 4 1 2
5 -4 1 13 2 -4 11 1 2| ™
dy dy
d4:3
-3 1 11| Lapl. -
- -3 11] |-3 11
e -1 o5 o= = (=1L -1 BT M) =200+ (-6 +44)+ (15— a4) = -3
—4 21714 2 4 -5
-4 1 2| c
d, d,
Lapl _g (1) _Z 13 i _g’ (1) 13 Lapl.  |-3 1 11| |-3 1 11
d, = 4 + = 4-4| 4 -1 -5|-| 4 -1 -5|=15d, =45
/ 4 -1 11 =5 7 4 -1 5[ , 4 1 ol e 1 3
5 -4 1 13 2 9 —4 1 2 2
dy dy
Lapl. _(3) ; é 1(1) i ‘(3) é 13 Lapl. -3 1 11| |-3 1 11
d; = 4 + = 4.3 4 -1 -5|-| 4 -1 -5|=11d, =33
y s N S Y 4 1 2l l-a 1 2
5 o l-4 11 1 2 9 —4 1 2 2

Entdo det(4) = —d; + d, —d3z = 3 + 45 —33 = 15
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IV.

a)
Comegando por analisar a caracterisca da matriz A,, facilmente se verifica que esta depende dos valores de
a. Se os valores de « forem tais que A, é invertivel, entao r (4,) = n = 3, pois existe uma matriz equivalente

por linhas a A,, na sua forma de escada reduzida tal que A, (IT) I3. De forma analoga, se A, néo for
mnas

invertivel, r (A,) <n = 3.

Determinando os valores de a para os quais A, é invertivel, através do seu determinante (pois se A, &
invertivel det(A,) # 0):

1 0 o
-1 « a
0 a ao?2+1

1

-1 «

1 0

Lapl. a—1)312 1

ls

+ (@® +1) (—1)*+3 =(—a)(a+a)+ (e® +1) (a)

=a® -2 +a=ala?-2a+1)
a=0V a?—2a+1=0
a=0V a=1

Pelo que se conclui que A, é invertivel para o € R\ {0,1}. Logo para « € R\ {0,1} r (4,) =3 =n.

Verificando agora a caracteristica da matriz para os valores de « para os quais A, nao é invertivel:

1 01
A= -1 1 1
0 1 2

—
la+1 l3—l2

[
= o= O
S = O

1 1 1
2|1 — |0 2 | (fer)
2 0 0



Pelo que se conclui que:

Adj (A1)

AQ = -1 0 —
la+11
0
T (Aa) =
1 0
A= -1 -1
0 -1
-1 -1 -1 -1
-1 2 0 2
0 -1 1 -1
+
-1 2 0 2
0 -1 1 -1
-1 -1 -1 -1

Célculo da inversa a partir da adjunta:

-1

o O =

3
2

o O O

-1

_ 1
T detA

se a € R\ {0,1}

se =0V a=1

-1

adj A

o O =

o O O

—_

(f.er)

detA_py =a®—2a° +a=(-1)> =2(-1)* + (-1) = —4



3 1 1 7
4 4 4
-3 1 -1
A*lff1 9 92 9o |=| -1 1 1
4 L1 2 2 2
11 1
L 4 4 4

ii)

Porque A(_;) ¢ uma matriz quadrada e invertivel, o sistema de equagoes lineares AX = B é um sistema de
Cramer. Sendo assim, é possivel afirmar que:

AX =B
A7'AX = A7'B

X=A"'B

T
Neste caso B = [ 0 0 0 } , pelo que X = A7 B:

-3 11T
4 4 4
1 1 1 0 0
- _- _Z 0ol=1o0
2 2 2
0 0
Lol
L 4 4 4
Logo a solugéo do sistema é S = (0, 0, 0).
iii)
Resolvendo o sistema AX=B pelo método de Cramer:
0 0 -1
-1 -1 -1
o -1 2
Iry = — 1
0o 0 -1
Lapl 143 1 -1
—1 -1 —1 | "2 (—1)(-1 =1
2 -] _1|
0o -1 2




1
1 0 -1
-1 -1 -1
0 0 2
To = — 1
10 -1 ,
1 -1 1 | P g
I3 -1
0 0 2
1
1‘2—2
1 0 0
-1 -1 -1
0 -1 0
T3 — — 1
1 0 0 ,
-1 -1 -1 L‘;:pl'l(—l)”l |

1
Pelo que a solugéo do sistema AX = B é S = (4,

11

9
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