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I. Questoes de escolha multipla.

Em cada questdo de escolha multipla apenas uma das afirmagoes a), b), c), d) é
verdadeira. Indique-a marcando x no quadrado respectivo. Caso pretenda anular
alguma resposta, escreva “Anulado” junto a essa resposta e indique, se for caso disso,
a que pretende que seja considerada.

Questao 1

Considere os subconjuntos de R* definidos por
A={(z,y,z,w) e R*: zy = 0}, B ={(z,y,z,w)eR*: . +y =0},
C={(z,y,z,w)eR" v +y+w=0}, D={(z,9z2w)eR: z—w=0}.
Entao:

[[] a) Os conjuntos A, B,C e D sao subespagos de R%.
[X] b) S6 os conjuntos B, C e D sido subespagos de R*.
[] «¢) S6 os conjuntos C e D sao subespagos de R?.
[] d) O conjunto D nao é subespaco de R*.

Questao 2

Seja A € M,,x,(R) uma matriz que satisfaz A> + A — I, = 0, onde I,, designa a
matriz identidade de ordem n. Entao:

a) Al = A+ 1,. [] c) A=A
(] b) A= 42 (] d) A =1,

Questao 3

Sejam F' e G subespagos de My,o(R) tais que
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Entao:
a) dim(F + G) = 3. [] c)dim(F+G)=4.
[] b)dim(FnG)=0. [] d)dimF =1.



Questao 4

Seja E um espago vetorial e (u, v, w) uma sequéncia linearmente independente. En-
tao:

a) Os vetores u,u + v e v + w sdo linearmente independentes.

[[] b) Os vetores u e u — v sdo linearmente dependentes.

[] c¢) Os vetores u,v e w formam uma base de E.

[ ] d) Existe a # 0 tal que u = aw.
RESPONDA AOS GRUPOS SEGUINTES NO CADERNO DE PROVA

Nos grupos seguintes justifique todas as afirmacgoes apresentando os raciocinios e os
calculos que efetuou para as obter.

IT. Diga se é verdadeira ou falsa cada uma das afirmagdes nas alineas a) e b) seguintes,
justificando cuidadosamente a sua resposta através de uma demonstracao ou de um
contra-exemplo, consoante o que for apropriado.

1 a O
a) Sejam a,be R e A e Mjy3(R) definida por A= |1 -1 1
b 0 1

Entao 1 é valor proprio de A se e somente se a = 0 ou b = 0.

b) Se C € M,xn(R) é tal que C* = C entao C = I,.

ITI. Considere o sistema de equacoes lineares

2x —6z= —38
y+2z= 3.
3r+6y—2z= —4

Utilizando o método de eliminacio de Gauss e indicando claramente todas as ope-
racoes que efetuar, discuta a resolubilidade deste sistema e, caso ele seja resoluvel,
determine todas as suas solugoes.

IV. Considere as matrizes

10 10 0 1 0 0
Ml_ll 0]7M2_l0 1]7M3_|:0 0]7M4_l1 O]?

e a transformagao linear T': Mayo(R) — Mayo(R) definida por
T(Ml) == Mg, T(MQ) - M3 + M4, T(Mg) = MQ — Mh T(M4> = Ml-

a) Mostre que as matrizes M, My, M3 e My constituem uma base de Moy o(R).

b) Justifique que 7" estd bem definida.



c) Seja B a base de My, »(R) da alinea a). Determine a matriz M(T, B, B), que
representa 1" em relagdo a base B em ambos os espagos de partida e de chegada.

d) Calcule os valores préprios de M(T, B, B) e os correspondentes subespagos pro-
priod}

e) Determine a nulidade (dimensao do ntcleo) e a caracteristica (dimensao da ima-
gem) de T

f) Sera T diagonalizavel? Justifique.

V. Seja E um espaco vetorial real de dimensao n > 1, e T: E — E uma transformacgao
linear.
a) Suponha que existe € R tal que T%(v) = puT(v), Yve E
(ou seja T(T'(v)) = uT(v), Yv € E).
Determine os possiveis valores proprios da transformagao T'.

b) Nas condigbes da alinea anterior mostre que se 1 # 1 entdo a transformagcao
linear definida por
S(w) =v—T(v)
é invertivel.

c) Prove que se a caracteristica de T for 1, entdo existe p nas condigdes da alinea
a).

d) Serd que se existir ¢ € R nas condigoes da alinea a) entdo a caracteristica de T
¢é necessariamente igual a 17

FIM

RESOLUCAO

Nas questoes de escolha miltipla ndo era necessario a apresentacao dos calculos e justificagoes
que se seguem, mas apenas a indicacdo da alinea correspondente a resposta correta. Em

praticamente todas as alineas ha varias maneiras corretas de resolver a questao colocada e a

que aqui se apresenta é apenas uma delas, e ndo necessariamente a mais curta.

I. 1. O conjunto A ndo é um subespaco de R* pois somando 2 elementos de A podemos

nao obter um elemento de A; por exemplo

(0,1,0,0) + (1,0,0,0) = (1,1,,0,0) ¢ A.

1 0 00

1 . ; , . .10 0 1 1
Se nao resolveu a alinea c) resolva esta alinea considerando a matriz 1 -1 0 0
0 1 00



Em relacao a B, C' e D facilmente se verifica que sao nao vazios. Vejamos que dados

dois elementos de C a sua soma ainda estd em C.

Dados x = (21, %2, 73, 74) €Y = (Y1, Y2, Y3, ys) em C, ou seja tais que z1+ T3 +x4 = 0

ey +y2+ys =0, tem-se
X +y = (z1,72,23,74) + (Y1, Y2, Y3, Ys) = (X1 + Y1, T2 + Y2, T3 + Y3, T4 + Ya).

Podemos verificar que as componentes (z1, 29, 23, 24) de z = x + y satisfazem z; +

29 + 24 = 0, ou seja
21+t29+24 = (m1+y1)+(x2+y2)+(x4+y4) = (m1+x2+x4)+(y1+y2+y4) =0+0=0,

e portanto z € C.
A demonstragao para B e D é analoga.

Portanto a resposta correta ¢ a alinea b).

. Como A2 + A — 1, = 0, tem-se A = I, — A% e portanto se existir a inversa de
A como por deinigdo A™'A = I, tem-se A7'(I,, — A%) = I,, o que é equivalente a
Al — A =1, ouseja At = A+ 1I,.

Assim, a resposta correta é a da alinea a).

. Nesta questao podemos reparar que tanto em F' como em G o primeiro elemento da
segunda coluna de qualquer das matrizes é sempre igual a zero. Podemos também
reparar que a primeira matriz de I’ ¢é igual a soma das duas matrizes de GG. Estas
duas observagoes permitem eliminar ¢) e b). Também podemos eliminar a opgao d)

reparando que as duas matrizes que definem F' sao linearmente independentes.

Assim a resposta correta é a a).

. Como nao sabemos a dimensao de E podemos eliminar logo a op¢ao ¢). Como u e v
pertencem a uma sequéncia linearmente independente podemos também eliminar a
opgao d). Vejamos que b) é falsa, ou seja que u e u—v sao linearmente independentes,
mostrando que os coeficientes de uma combinagao linear nula sao necessariamente

nulos.

au+Bu—v)=0= (a+Blu+pv=0=a+F=0ef=0=a=0=0,poisu

e v sdo linearmente independentes. Assim a resposta correta é a a).

De modo semelhante mostra-se que u, u +v e v + w sao linearmente independentes.



IT. a) X é valor préprio de A se e s6 se det(A — AI3) = 0 e portanto para A = 1 tem-se

I11.

1 é valor préprio de A <= det(A — 1 x I3) = det(A — I3) = 0.

Tem-se

1-1 a 0 0 a 0 L1
det(A—I3) =det| 1 —-1-1 1 =det |1 —2 1| = —adet [b 0] = ab.
b 0 1-1 b 0 0
Concluimos entao que

1 é valor préprio de A < det(A—13) =0 < ab=0 < a=0o0ub=0,e

portanto a proposicao era verdadeira.

b) No caso em que n = 1 a equagao C? = C' equivale a C? — C = C(C' — 1) = 0 cujas

solugoes sao C' =0e C' = 1.

Para n > 1 seja C' = 0,, a matriz n x n com todas as entradas nulas; entao
2 2
C*=0; =0,.

Portanto a afirmagao é falsa.

Antes de utilizarmos o método de eliminacio de Gauss para estudar o sistema

2x —6z= —38
y+2z= 3.
3r+6y—2z= —4

vamos escrevé-lo em forma matricial:

2 —6 T —8
0 2 y| = 3
-2 z —4

A matriz ampliada deste sistema é

2 0 —-6|-8
o1 2 3],
3 6 —2|—-4



e portanto com a notagao habitual,

2 0 —6|-8 10 -3|-4 10 -3|-4
01 2 3— (01 2| 3| ——— (0 1 2| 3[——
%[1 Z373£1 537652
3 6 =2 -4 3 6 —2|—-4 06 7| 8
10 =3| —4 10 -3|-4 1 0 0] 2
01 2 3] — |0 1 2 3| — |0 1 0|-1],
_%43 01—303
0 0 —=5|-10 00 1| 2| %26 |00 1| 2

donde concluimos que existe solugao, que ela é Unica e que a solucao do sistema ¢
dada por (z,y,2) = (2,—1,2).

IV. a) Uma vez que Mayo(R) é um espago vetorial de dimensao 4, para mostrar que 4
matrizes formam uma base de My, 2(R) basta mostrar que sdo linearmente inde-

pendentes. Vejamos duas formas diferentes de o provar.

considerando uma combinacao linear nulas destas 4 matrizes

4
Z a;M; = [§0] <= aiMy + aaMa + azMsz + aysMy = [§]

n=1
1 0 10 01 00 0 0
— a1 + a9 + as + ay =
1 0 01 0 0 10 0 0
ap + as as 0 0
— =
ay + ag a 0 0
= ap=ay=az=a4 =0,

e portanto as 4 matrizes sao linearmente independentes.

Outra forma de chegar a mesma conclusao consiste em identificar os elementos de
Mas,5(R) com os elementos de R? através do isomorfismo usual que associa a uma
matriz M = [2 %] o vetor v = (a,b, ¢,d). O facto de termos um isomorfismo permite-
nos dizer que as matrizes My, My, M3 e M, sao linearmente independentes se e s6 se
os vetores correspondentes vq, vy, V3 € v4 também o forem. Os vetores vy, va, vy e
v4 520 linearmente independentes se e s6 se a matriz que tem por colunas (ou linhas)
estes vetores tiver caracteristica 4, o que também ¢é equivalente a ter determinante

nao nulo.



A matriz cujas colunas sdo os vetores vy, vy, Vg € V4 € a matriz

I
O = O =
= o O =
O = O O

o O = O

que tem por determinante (aplicando o teorema de Laplace a segunda linha, e depois

a terceira coluna)

detV =

S = O =
o = O O

_ o O =
o O = O

Como o determinante ¢ diferente de zero concluimos que os 4 vetores sao linearmente
independentes, e portanto também as 4 matrizes correspondentes sao linearmente

independentes.

b) Como as 4 matrizes formam uma base de May5(R), para definir uma transforma-
¢ao linear em Moy, o(R) é suficiente dar a imagem das matrizes da base através da
transformacdo. Dada uma matriz arbitraria M = [ 5] podemos escrevé-la & custa
das quatro matrizes da base de modo tinico como M = a1 M; + as Mo+ azMs+asM,.

Uma vez que T' é uma transformacao linear tem-se

T(M) =T(a1 My + asMs + asM3 + ayMy)
= T(ay M) + T(aaMs) + T(asMs) + T'(ayMy)
= a1 T (M) + axT(Ms) + asT(Ms) + a,T(My)
= a1 My + as(Ms + My) + az(My — M) + a4 M,
= (—a3 + ag) My + (a1 + a3) Ms + as M3 + as My,

onde usamos a linearidade de T e o facto de T' (M) = My, T'(Ms) = M3+ My, T'(M;) =
M2 — M1 (§ T(M4) = Ml.

c) Para obtermos a matriz M(T, B, B) basta determinar as componentes da imagem
dos vetores da base B na base B. Como T'(M;) = My, T'(Ms) = Ms + My, T'(M;) =
My— My e T(My) = My, as componentes de T'(M;) sao (0, 1,0, 0), as componentes de
T(Ms) sao (0,0,1,1), as componentes de T'(M3) sao (—1,1,0,0), e as componentes
de T(My) sao (1,0,0,0), e a matriz M(T, B, B) é obtida escolhendo para colunas



estes 4 vetores,

M(T,B,B) = M =

_ = O O

1
0
0
0

o O = O

d) Os valores préprios de M sao as solugoes da quagao det(M — A\ly) = 0, ou seja

(00 -1 1] [x 00 0] X 0 -1 1]
10 10 0O XN 00 1 =X 1
det — = det 0 ,
01 00 00X O 1 =x 0
01 00 0 0 0 A 10 =X
e aplicando a ultima coluna o Teorema de Laplace obtem-se
1 =X 1 A 0 -1
det(M —Aly) =—|0 1 =XM-A] 1 =X 1
0o 1 0 0 1 —X
1 =X -2 1 -1
=— A=A _[°
1 0 1 =X 1 =X

= A= A=A =D -1)=-A1-X+A1-1)
=X\ —-1)=NA-1DA\+1),

e portanto temos um valor préprio, 0, com multiplicidade algébrica 2, e dois valores

proprios, —1 e 1, com multiplicidade algébrica 1.

Convem recordar que dada A, uma matriz n x n, entdo det(A — Al,,) = 0 é uma
equacao de grau n (em lambda), e portanto tem n raizes.

Os valores préprios associados a cada valor préprio A sdo as solugoes X = (x,y, z,w)"

(nao nulas) do sistema (M — AI4)X = 0. No caso de A = 0 temos

00 —1 1 x 0 et w=0

1 0 0 0 —Ir=2Z=W
MX =0 = . = <{r4+z=0 <=

0 1 0 z 0 y =0

0 1 0| |w 0 y=0

e portanto o subespacgo proprio associado ao valor préprio A = 0 tem dimensao 1 e

é gerado pelo vetor (1,0,—1,—1).



No caso de A = —1 temos

10 -1 1][x 0 z-z+w=0
11 10 0 r+y+z2z=0
M+1)X =0 . — < Y
01 0 1] |w 0 Y+ w =0
x=0
< s
—y=z=w
e portanto o subespaco proprio associado ao valor proprio A = —1 tem dimensao 1
e é gerado pelo vetor (0,1, —1,—1).
No caso de A = 1 temos
“1 0 -1 1]]= 0 —r—z+w=0
-1 1 0 0 r—y+z2=0
M-L)X =0 — Yl - - y
1 -1 0 z 0 y_Z:[)
0 1 0 -1 |w 0
y—w=20
z =0
< s
y=z=w

e portanto o subespacgo proprio associado ao valor préoprio A = 1 tem dimensao 1 e

é gerado pelo vetor (0,1,1,1).
e) A nulidade (dimensdo do ntcleo) corresponde a dimensao do espago préprio as-
sociado ao valor préprio A = 0, e ja vimos na alinea anterior que ¢ igual a 1.

A caracteristica (dimensao da imagem) de 1" pode ser obtida usando o Teorema da

Dimensao (Proposigao 5.18, 3*edigdo), neste caso

dim Mays(R) =4 = dimNucT + dimIm7 = dimIm7 =4 —1 = 3.

f) T nao é diagonalizdvel porque M é uma matriz 4 x 4 e a soma das multiplicidades
geométricas dos seus valores préprios nao € igual a 4, neste caso vimos cada um dos

trés valores proprios tem multiplicidade 1, e portanto 1 + 1+ 1 = 3 # 4.

Também podemos justificar que T nao é diagonalizavel reparando que M é uma

matriz 4 x 4 e s6 tem trés vetores proprios linearmente independentes.

V. a) Seja A um valor préprio de E e v um valor préprio associado, ou seja tal que v # 0

9



e T(v) = Av.Entao, por um lado tem-se
T(w) =M= T(T()) =T(\) = AT(v) = M) = N,

e por outro

T(T(v)) = pT(v) = p(hv) = pAv.

Concluimo entao que
pA v = A= (A =X =0=Apu—-ANv=0=X=0o0u\ =4,

pois v # 0.

Assim os possiveis valores proprios da transformacao 7' sdo p e zero. existe y € R
tal que T?(v) = uT(v), Vv e E

b) Se pu # 1 entdo 1 nao é valor préprio de T e portanto " — 1 x I,, = T — I, é

invertivel. Podemos entéo concluir que S = —(7T" — I,,) também é invertivel.

c) Se a caracteristica de T é igual a 1, isso significa em particular que a imagem de

T tem dimensao 1 e portanto ¢ gerada por um vetor nao nulo w, ou seja
Vu e E, existe A\, € R tal que T'(u) = A\,w,
em que A, depende de u. Em particular para u = w tem-se T'(w) = A\,w. Entao

Vue E,T(T(u) =T\ w) = AT (w) = NApw = Ay ANw) = AT (),

ou seja
Yu e B, T(T(w)) = uT(u),
onde p = \y.
d) Nao, pois basta tomar para T a identidade e p = 1. Tem-se trivialmente

T(T(u)) = T(u) e a caracteristica de T nao é igual a 1 (pois por hipdtese n > 1).
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