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- INSTRUCOES -

O tempo de duragao da prova de exame é de 2 horas, acrescida de 30 minutos de
tolerancia.

O estudante deverd responder & prova na folha de ponto e preencher o cabecalho e
todos os espagos reservados a sua identificagio, com letra legivel. Apés a prova, o
enunciado pode ficar na posse do estudante.

Verifique no momento da entrega da(s) folha(s) de ponto se todas as péginas estio
rubricadas pelo vigilante. Caso necessite de mais do que uma folha de ponto, devers
numera-las no canto superior direito.

Em hipétese alguma serdo aceites folhas de ponto dobradas ou danificadas. Exclui-
se, para efeitos de classificacdo, toda e qualquer resposta apresentada em folhas de
rascunho.

A prova é constituida por 2 paginas e termina com a palavra FIM. Contém ainda,
uma pagina de formuldrio em anexo. Verifique o seu exemplar e, caso encontre al-
guma anomalia, dirija-se ao professor vigilante nos primeiros 15 minutos da mesma,
pois qualquer reclamagao sobre defeitos de formatacio e/ou de i 1mpressao que difi-
cultem a leitura néo sera aceite depois deste perfodo.

Utilize unicamente tinta azul ou preta.

Nas questoes que envolvam célculos ou demonstracdes o aluno deve explicitar todos
0S Passos Necessarios.

E permitido usar maquina de calcular.

As questdes terdo as cotacoes seguintes:
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| Justifique todas as afirmagoes e apresente os calculos realizados para as obter

Problema 1. Diga, justificando, se o sequinte conjunto de atribuicdoes de probabilidades
¢ internamente consistente:

p(A= B|C) =06
p(A|C) =0.5
p(AB|C) =0.2

Problema 2. Um concurso de televisdo consiste no sequinte: Sdo apresentadas trés portas
fechadas ao concorrente, que tem que escolher uma. Por detrds de uma, e apenas uma,
encontra-se o prémio. Suponhamos que o concorrente escolheu a porta nimero 3. Apds
essa escolha, e antes da porta ser aberta, o apresentador (que sabe onde estd o prémio),
abre a porta mimero 1 e mostra ao concorrente que o prémio ndo estava ld. Restam
portanto apenas a porta 8, que o concorrente escolheu, e a porta 2. O apresentador diz ao
concorrente que, se quiser, ele ainda pode mudar a sua escolha da porta § para a porta 2.
Pergunta: Serd que vale a pena mudar de escolha? Quais sdo as probabilidades so prémio
estar atrds de cada uma das portas, antes e depois do apresentador ter aberto a porta 17

Problema 3. Considere o sequinte modelo de Pareto, em que T, > 0 € uma constante
real conhecida e X\ > 0 € um pardmetro real desconhecido:
)\m;\n

(x|, T) = 4 AT para xz Tm

0, para z < a:m\\\

Mostre que a familia Gama(c, ) é familia conjugada de priors para o modelo de
Pareto com x,, conhecido, e calcule a regra de actualizagdo dos pardmetros o, 3.
Nota: Recorde que
Gama(Aa, B) o< \* e P,

Problema 4. O nimero de novos autores que em cada ano fiscal conseguem fazer um
contrato com uma certa editora é wma varidvel aleatdoria que segue uma distribuicao Pois-
son de média 6 cuja distribuicdo a priori é uma Gamma(a = 15, 8 = 5). Sabendo-se que
nos tltimos 10 anos a editora contratou um total de 44 novos autores determine:

a) A distribuicdo a posteriori de 0.

b) A estimagdo de mdzima verosimilhanga de 0.

¢) O valor de 6 para o qual é atingido o mdzimo da distribuigdo a posteriori, e o valor
médio a posteriori de 0.

Problema 5. Um sensor dptico mede a distancia 6 entre dois satélites, com um erro que
¢ Gaussiano, dado por wma distribui¢io normal de média nula e desvio padrao igual a
o = 3 x 1072 metros. Dito de outra forma, para um objecto a uma distdncia real de 0
metros, a leitura no sensor serd de T metros com uma probabilidade dada por p(z|0) =
N(z|p = 0,0% = 9x107%). Suponhamos jd antes tinhamos tentado determinar a distancia



ao mesmo alvo utilizando um aparelho com uma margem de erro maior, também gaussiana
mas com desvio padrdo b = 1072 metros. Esse aparelho inicial tinha dado uma leitura
de a = 105.11 metros. Tomando para prior de 0 a distribuicdo N(6|a,b?), e sabendo que
o novo aparelho dd uma medigido de 105.099 metros, determine o posterior de 0, e uma
regido de credibilidade a 95% para 6.

FIM



Formulario

Distribuigao Exponencial:

f(18) = %e—”ﬂ, E(f) = B, V() = B

Distribuigao de Poisson

Ae A

z!

f(z]A) =

Funcao Gama:

I'(z) = /000 t*“le7tdt, T'(z € N) = (2 — 1)!

Distribuicao Gama:

Gama(MNa, B) = —I;ﬂ——/\“"le‘ﬁ’\,)\ >0, ,F(Gama)=

@ , V(Gama) = —

ﬁZ

™[R

Funcao Beta:

B(z,y) = /01 t*71(1 — t)¥"dt, Re(z), R(y) > 0

Distribuicao Beta:

F(a + ,3) mO:—l
I'(a)I(B)

E(Beta(a,f)) =

Beta(az|a,ﬂ) == (1 — m)ﬂ—l — iEa_l(l - Z’)ﬂ_l

B(e, B)

Var(Beta(a, B))
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