Resumo — Elementos de Probabilidades e Estatistica

Capitulo 1 — Dados Estatisticos

1.2

Amostra, Populagao

Coleccdo de Dados : conjunto de observac¢Oes de certo(s) atributo(s), qualquer que seja a

forma como foram recolhidas

Categorias Basicas de Dados :

a) Dados temporais : dados cujas observagdes se referem a uma mesma entidade, para
varios momentos ou periodos de tempo ; caracterizados essencialmente pela sua
ordem cronolégica ; a frequéncia temporal das observacdes é outro aspecto
importante ; descri¢do da evolugdo no tempo —> série temporal / cronograma ;

b) Dados seccionais : dados cujas observacGes se referem a determinadas entidades
(unidades estatisticas) em certo momento ou periodo de tempo ; a caracteristica
fundamental é que a ordem das observacdes é irrelevante ;

¢) Dados seccionais combinados : dados com aspectos seccionais e temporais ; conjunto
de dados seccionais, cada um referente a certa data ; comparacdo de comportamentos
entre as datas ;

d) Dados de painel : conjunto fixo de entidades observadas em vdérias datas ;
caracteristica essencial = o conjunto de entidades a observar é sempre o mesmo para
todas as observacdes temporais (dificulta a obtencdo) / vérias observacdes temporais
para a mesma entidade

Populacdo : conjunto dos elementos cujos atributos sdo objecto de um determinado

estudo = conjuntos fundamentais para efectuar analises estatisticas

: facto ou entidade elementar que é objecto de observacdo, qualquer
gue seja a sua natureza

: analise de todos os elementos de uma populagdo
Amostra : subconjunto finito de uma populacdo sobre o qual incide o estudo dos atributos
da populagdo (conjunto de unidades estatisticas)
: forma de seleccdo de uma amostra a partir da populagao ;

determinante para a qualidade das inferéncias ; geralmente aleatdrio
Tipos de Atributos :
1) Atributos Quantitativos : os seus valores determinam as suas intensidades
2) Atributos Qualitativos :

a) Representacao em Escalas Nominais : atribuicdo dos valores ndo tem qualquer

significado (ex: “mulher” =0 ; “homem” = 1)
b) Representacdo em Escalas Ordinais : numeracdo deve respeitar a ordem das
varias modalidades (ex: graus de especializacdo de 1 a 5)

Variavel e Dimensao : O valor nimerico de um atributo é representado por uma variavel
x. Se a amostra observada tem dimensdo n (ou seja, n elementos), tem-se x4, x5, ..., X,
onde x; (i = 1,2, ...,n) é o valor do atributo da i-ésima observacao.
Tipos de Varidveis :
a) Varidveis Discretas : varidveis que podem tomar somente um numero finito ou uma

infinidade numeravel de valores (ex: contagens, escalas nominais/ordinais, etc)
b) Variaveis Continuas : varidveis que podem tomar qualquer valor dentro de um

intervalo de numeros reais (ex: altura, peso, taxas de juro, etc)
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1.3 Grafico caule-e-folhas

e Grafico caule-e-folhas : método semigrafico usado quando a amostra é pequena ; permite
que o observador se torne mais sensivel ao aspecto global dos dados e comece a explorar
a existéncia de padroes

: numero de digitos dominados de cada digito dominante

>
> : digitos dominantes T S
> : digitos dominados h ; A
> : nimero total de folhas (dimens3o da amostra) | 'E : ‘:‘ugf}l-%j::ﬁw
> : primeiro digito dominado L b o

» Excepgdes : - o
> :12 4+ e 12 — / digito dominado : 0%, ¢, f,s,0 -, 17, ...
> : novas linhas rotuladas com “Pe” e “Gr”

e Numero de linhas de um grafico caule-e-folhas : parte inteira de 2v/n

a) Existéncia de valores em torno dos quais se concentram os restantes
b) Maior ou menor dispersdo dos valores

c) Simetrias ou assimetrias

d) Presenca de valores extremos (“pequenos” e “grandes”)

1.4 Distribuigoes de Frequéncias, Histogramas
J : nimero de vezes que um valor de x € observado ; notagdo: F; ;
propriedade : }.; F; = n

F.
* Frequéncia Relativa: f; = 7’; propriedade : }; f; = 1

— os intervalos de classe ndo tém pontos em comum : Nl = Q,j*k
- o dominio A da variavel deve ser igual a unido de todos os intervalos : A = U%, [;
— os intervalos devem ser abertos a esquerda e fechados a direita : [ = ]lj_l, lj]
- aamplitude deve ser constante : h; = [; — [;_; (j = 1,2,...,m)
. : diagramas
de barras
e Representagao grafica de distribuiges de frequéncias de varidveis continuas :
» diagrama de areas / histograma, formado por uma sucessdo de rectangulos adjacentes
» areas dos rectangulos = resp. frequéncias relativas
> : 0125
— basedorectangulo:h =1
— altura do rectangulo : f; ou F;
> Intervalos de classe com amplitudes diferentes :
— basedorectangulo: h; =1; —;_4

0100 {1
0.075
0.050
0.025

_ A S Fj '
altura do rectangulo : -=ou —= l
hj h.]' 0.000 Lo

Frequéncia relativa/ Amplitude

01 ) 50

SAU

1.5 Caracteristicas Numéricas : Média e Desvio-Padrao

; g — Xq1+Xo+:+X 1 . . ~
e Média:x = % = ;Z}lei (medida de localizac3o)
. 1 Lioa+l
* Ponto médio de umaclasse:xj = [;_; + ~hi = %
By — 1 m I __ m !
. X =X Fxg = X fix

* Propriedade da Média : A soma dos desvios em relagdo a média é nula. X, (x; — %) =0
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Moda (M., ) : valor com maior frequéncia
: classe com maior frequéncia

Variancia : s% = %Z}Ll(xi - x)? (medida de disperso)

Variancia corrigida (quando a amostra tem dimensdo pequena) : s'? = ﬁZ?ﬂ(xi - x)?
Desvio-Padrdo: s = VsZ = \/%Z?zl(xi —X%)? ou s'= ﬁZ?zl(xi - X)?

Variancia (para dados classificados) : s% = %Z}":l F](xj' - 9?)2 = ;"zlf](xj' — 32)2
Variancia corrigida (para dad. class.) : 5’2 = ﬁx}"zl F](xj' - 9?)2 = ;"zlﬁf](xj' — 9?)2

n L 1 _ 1 _
Variancia (forma simplicifada) : s2 = ;Z?ﬂ(xi -X)? = ;Z}Ll(xiz) — X2
R _ _lam P
d = —Yilx —%| ou d=— j=1Fj|xj — x|
N ~ . are o
:CV = PR observacdes com sinal positivo / independente da
unidade em que se exprime a variavel / permite comparacdo entre distribuicdes

Caracteristicas Numéricas : Estatisticas da Ordem
Extremos : X1y = min(x;) ; Xy = max(x;)
Mediana : valor da colecgdo que tem 50% de observagdes inferiores e 50% de
X(k+1) sen=2k+1
observacgdes superiores ; = {x(k)+x(k+1)
2
Quantil de ordem « : valor da coleccdo que tem an observacgdes inferiores e (1 — a)n

observagBes superiores; calcula-seaordem:r =1+ (n— Da ;

- SeTr€ZL,qq =X

- serT €Z,qq=Xp) + s(x(r+1) - x(r)) =1 —-&xp) +exgery,onded <e<1
Quartis :

sen =2k

Quartis Ordem aproximada i r é a parte inteira
+3 I £ é a parte fraccionaria
12 quartil : Q4 n 2 o
1
Mediana : M nt
2
3 1
32 quartil : Q5 n:—

Amplitude do Intervalo de Variacdo : AIV = x() — X(1) (medida de dispersdo absoluta)
:AIQ = Q3 — Q; (medida de dispersdo absoluta)
Uma medida de dispersdo relativa (qdo todas as obs. tém o mesmo sinal) :%

Resumo dos 5 nimeros : minimo, 12 quartil, mediana, 32 quartil, maximo
» Grafico : caixa-de-bigodes
— caixa formada por 12 e 32 quartis T
— mediana atravessa a caixa
— “bigodes” - minimo e maximo
— caixa contém 50% das observagoes

Estimativa da estatisticade ordemx;) € I;: X =14 + [(l - Fj*_l) - %]Z—j, onde:
- l]-_l : limite inferior da classe I ;

- P}-*_l : frequéncia absoluta acumulada até aclasse I[;_q: Fy + Fp + -+ Fj_q ;

- hj : amplitude da classe [; ;

- F: frequéncia absoluta da classe I; ;
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1.7

1.8

2xAIQ
. h = T
Principais medidas de localiza¢ao e de dispersao :
Medidas X s CV m. M AIQ AIQ/M
Localizacao X X X
Dispersao absoluta X X
Dispersao relativa X X
Atributo quantitativo X X X X X X X
Atributo qualitativo nominal X
Atributo qualitativo ordinal X X X X
Outliers
Outlier Severo : x; é um outlier severo quando x; < Q1 —3(Q; —0Qq)

ou x; > Q3+ 3(Qs — Q1)
Outlier Moderado : x; é um outlier moderado quando
Q1 —3(Q3— Q1) <x; < Q1 —1,5(Q3 — Q1)
ou Q3 +1,5(Q3 — Q1) <x; < Q3 +3(Q3 — Q1)
Barreira externa inferior: Q; — 3(Q; — Q;)
Barreira externa superior : Q; + 3(Q; — Q)

Q1 — 1,5(Qs — Q1) ;

: Q3 +1,5(Q3 — Q) %
Caixa-de-bigodes (modificada) :

— bigodes : barreiras internas superior e inferior
- outliers moderados/severos = representados por simbolos gréficos diferentes (o, m)

Correlagao
. 1 _ _ 1 __
Covaridncia : Sy, =~ iy (x; =)V =¥) ou sy = —¥is (xiy) — Xy

no
Coeficiente de correlagdo de Pearson: r = :xsy = 2iza (i~ DG7Y)
=y [T i) B, 0 )?

- —1<r<-1

— CC mede o grau de associagao linear

— sinal = correlagdo positiva ou negativa

— valor absoluto = intensidade da associagao linear

— CC proximo de 1 = dados dispostos essencialmente nos 12 e 32 quadrantes (linear)

— CC proximo de —1 - dados dispostos essencialmente nos 22 e 42 quadrantes (linear)
Coeficiente de correlacdo de Spearman : Substitui-se cada par (x;, y;) é substituido pelo
par [ord(x;), ord(y;)], onde ord(x;) representa a ordem de x; na colec¢do. Calcula-se o
coeficiente de correlagdo com a férmula habitual.

— mesmos valores - média das ordens

— outliers podem influenciar CC - retirar outliers
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Capitulo 2 — Probabilidades

2.1

2.3

Introdugao

Experiéncia aleatdria : Diz-se que uma experiéncia é aleatdria se apresentar as seguintes

caracteristicas:

a) O conjunto dos resultado possiveis é fixado antecipadamente;

b) O resultado da experiéncia nunca pode ser previsto de forma exacta, mesmo que se
desenvolvam todos os esfor¢os para manter sob controlo as circunstancias relevantes
para o resultado.

Espaco de resultados / Acontecimentos
Espaco de resultados ou Espago-amostra () : conjunto fundamental (n3o vazio) formado
por todos os resultados que hipoteticamente é possivel obter quando se efectua uma
determinada experiéncia aleatdria
Acontecimento : subconjunto do espaco Q)
- : subconjuntos {w} c O formados por um sé elemento
Realizagdo de um acontecimento : Ao efectuar a experiéncia aleatéria associada com (),
diz-se que o acontecimento A c () se realiza, se o resultado da experiéncia é um ponto
que pertencea A: w € A
Algebra dos acontecimentos :
Implicacdo de acontecimentos: (AcB)<=>(x€A=>x €B)
|dentidade de acontecimentos: (A=B) <=>(x€A<=>x€EB)
Unido de acontecimentos : AUB ={x:x EAVXx EB} (Aup=A4;AUQ=20)
Interseccdo de acontecimentos:ANB ={x:x EAAXEB} (And=0;4An0=A4)
Acontecimentos incompativeis / mutuamente exclusivos : A e B sdo incompativeis sse
a realizagdo de um implica a ndo realizacdo do outro (acontecimentos disjuntos)
Acontecimento impossivel : @ (exemplo : A e B sdo incompativeis sse AN B = @)
Acontecimento certo : ) (para qualquer w da experiéncia aleatéria tém-se w € Q)
Diferenca de acontecimentos:A—B =ANB ={x:x € AANx & B}
Acontecimento contrario/complementar: A = {x:x € A} (AUA=Q;AnA=0;4=A4)

YV VVVY

VVVY

1) Associatividade:AU(BUC)=(AUB)UC ; An(BNC)=(AnB)nC

2) Comutatividade:AUB=BUA ; AnNB=BnNA

3) Distributividade:AnN(BUC)=UANB)UANC) ; AUBBNC)=(AUB)N(AUC)
4) leisde Morgan:AUB=ANB ; ANB=AUB

Operacgoes sobre infinidades numeraveis de acontecimentos :

1) Unido numeravel : U] 4;

2) Interseccdo numeravel : ﬂ;’:’l Aj

Medida de Probabilidade. Axiomatica de Kolmogorov
Medida de probabilidade : funcdo P que a cada acontecimento A,4A c (), faz
corresponder um numero real, P(A), probabilidade do acontecimento A, que verifica os 3
axiomas seguintes :
P1) P(A) =0
P2) P(Q) =1
P3) Se A e B forem acont. incompativeis, AN B = @, entdo P(AU B) = P(A) + P(B)

- P3*) Se A1,4,,45, ..., A, ... forem acontecimentos em numero finito numeravel,

dois a dois incompativeis, 4; N A; = @ (i # j), entdo P(U;-’:’l 4) = 2y P(4))
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2.5

Propriedades da medida de probabilidade :
1) P(A) =1-P(A)

2) P(@)=0

3) P(B—A)=P(B)—P(ANB)

4) P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
5) AcB=P(A) <P(B)

6) P(A)<1

Interpretagdes do conceito de probabilidade

Regra de Laplace : Sejam os acontecimentos elementares equiprovaveis, entdo temos
P(A) _m_ M _ n?de casos favoré?eis.aA

n #(Q) no de casos possiveis

Como reconhecer que os casos sdo igualmente possiveis?

1) O principio da indiferenca faz apelo as propriedades de simetria ou de homogeneidade
da situacdo experimental (se o dado é perfeito, porque seriam umas faces preferidas
em detrimento de outras?);

2) O principio da razdo insuficiente diz que se ndo ha razdo para crer em que qualquer
dos casos é mais provavel do que os outros, pode actuar-se como se todos os casos
fossem igualmente provaveis.

Lei dos grandes nimeros : lim,,_,, o, P(|f,(A) —P(4)| <e) =1

As propriedades das frequéncias relativas verificam a axiomatica de Kolmogorov :

E1) £,(4) = 0

E2) f,(Q) =1

E3) Se A e B forem acont. incompativeis, entdo f,,(A U B) = f,,(A) + f,(B)

Probabilidade subjectiva (grau de credibilidade) : aproximacgdo quantitativa a credibilidade

que se atribui a um determinado acontecimento. (deve respeitar o principio da coeréncia)

Métodos de contagem

Regra fundamental da contagem : Suponha-se que uma experiéncia aleatdria é composta
por k etapas. Se na primeira etapa hd m; casos possiveis, na segunda etapa hd m, casos
possiveis, ..., na k-ésima etapa ha m,, casos possiveis, entdo o nimero total de resultados
da experiéncia aleatéria, combinando as k etapas é m; X m, X ... X my,.
Amostra ordenada : Se k elementos sado seleccionados de um conjunto de n elementos e
se a ordem da selecgcdo é registada, o conjunto de k elementos forma uma amostra
ordenada de dimensao k.
Amostragem sem reposicdo : Quando se selecciona um elemento e o mesmo ndo é
reposto no conjunto, diz-se que se seguiu um processo de amostragem sem reposicao.

: Um processo de amostragem com reposi¢do ocorre quando
se selecciona um elemento e o mesmo é reposto no conjunto antes de se seleccionar o
elemento seguinte.
Conceitos fundamentais de Andlise Combinatéria :

I
> Arranjos (sem repetigcdo) : A} = ﬁ
> cap = nk
» Permutacges : B, = A} = n!
n n AR n! - . .
> (G = (k) = P = ! (coeficiente binomial)
» Permutagoes de elementos ndo todos distintos : #’lkr' (coeficiente multinomial)
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2.6

Probabilidade Condicionada. Teorema de Bayes

Probabilidade Condicionada : P(A|B) = P,(;ig)B) seP(B) >0

Regra da multiplicacao de probabilidades : P(A N B) = P(B) X P(A|B) = P(A) x P(B|A)
— Generalizével para 3 ou + acont. (Ex: P(AN B N C) = P(A) X P(B|A) X P(C|A n B))
Diz-se que a classe de acontecimentos
{A1, 43,43, ..., Ay, ...} é uma particdo de 2 quando A; NA; =D (i # j) e U;4; = Q
- Consequéncia : P(UjAj) = Z]-P(Aj) =1
Regra da Probabilidade Total : Se {A;,4,,45,...,4,,, ...} € uma particdo de 2 e se
P(Aj) >0( =12,..,m,..), vem, para qualquer acontecimento B,
P(B) = ¥; P(4;) x P(B|4))
Teorema de Bayes : Se {A44,A4,,43,...,A, ...} é uma particdo de 2 e se P(Aj) >0
(G =12,..,m,..), vem, para qualquer acontecimento B, a verificar P(B) > 0,
P(4;|B) = —2UECA) (i qp  m, )

Yi=1P(Aj)xP(BIAj)
Notal:Y;P(4;|B) =1
Nota 2 : Y-, P(4;) X P(B|4;) = P(B)

— Probabilidade a priori : P(Aj)
— Probabilidade a posteriori P(Aj|B)
- Verosimilhangas de B para cada 4; : P(B|Aj)

» [probabilidade a priori] « [probabilidade a posteriori]| x [verosimilhancal]
& = “proporcional a”

Acontecimentos Independentes

Acontecimentos independentes : Dois acontecimentos, A e B, do mesmo espago de
resultados, dizem-se independentes, se e s6 se P(AN B) = P(A) X P(B)

Teorema : Se A e B forem acontecimentos independentes, entao

P(A|B) =P(A)seP(B) >0 ; P(B|A)=P(B)seP(A) >0

Nota sobre o Exemplo 2.38 (Langamento de uma moeda regular/viciada) : A igualdade
P(A N B) = P(A) x P(B) verifica-se apenas nos casos triviais, p =0 e p = 1, e no caso
simétrico, p =% (moeda “regular”). Assim, A e B podem ser ou ndo independentes,

consoante a natureza da moeda.
Casos com 3 (ou mais) acontecimentos : Os acontecimentos A, B e C podem ser
independentes dois a dois e ndo se verificar P(ANBNC) = P(A) X P(B) X P(C) ou
vice-versa.
Independéncia completa ou mutua : Os acontecimentos A, B e C do mesmo espaco de
resultados dizem-se completamente independentes ou mutuamente independentes se e
sé se: P(AnB) =P(A) X P(B), P(ANnC) =P(A) X P(C),
P(BNC)=P(B)xP(C), P(ANBNC)=P(A) xP(B) X P(C)

Nota : Definicdo extensivel a quatro ou mais acontecimentos.
Independéncia condicional : Dois acontecimentos, A e B, sdo independentes
condicionalmente em relagdo a um acontecimento C se e s0 se

P[(ANn B)|C] = P(A|C) x P(B|C)
Nota : A independéncia condicional ndo implica independéncia no sentido corrente a ndo
ser, obviamente, quando C = ().
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Capitulo 3 — Varidvel Aleatéria / Funcdo de Distribuicio

3.1

Variavel Aleatoria

Variavel Aleatdria : Uma varidvel aleatéria X, é uma fungdo com dominio Q e com

contradominio R. Assim: X: w € Q- X(w) ER

3.2

Fungdo de Distribuicao

Funcao de Distribuicdo : A fun¢do real de varidvel real, Fy, com dominio R, definida por

Fx(x) = P(X < x)

designa-se por func¢do de distribuicao da variavel aleatdria X.
* Propriedades da Fungao de Distribuicao :

1)
2)
3)
4)
5)
6)

0<F(x)<1
F é n3o decrescente: Ax > 0 = F(x) < F(x + Ax)
F(—) =limy,_o, F(x) =0 e F(4+o) =lim,_,,F(x)=1
Pla<X<b)=Fb)—F(a), YVa,b:b>a
F é continua a direita: F(a + 0) = lim,_,4,.0 F(x) = F(a)
PX=a)=F(a)—F(a—0), VaeR

: Estes acontecimentos tém probabilidade zero,

mas nao sdo impossiveis. Exemplo: “Obter m na escolha de um numero real qualquer no
intervalo [3,4]”. Voltar a calhar m é praticamente impossivel, dai ser um acontecimento
com probabilidade zero.

¢ Mais Propriedades da Fung¢ao de Distribuicao :

a)
b)
c)
d)
e)
f)

P(X<b)=F(b-0)
P(X>a)=1-F(a)
P(X>a)=1-F(a—0)
Pla<X<b)=F(b—-0)—-F(a)
Pla<X<b)=Fb-0)—F(a—-0)
Pla<X<b)=F(b)—F(a—-0)

¢ Teorema : A fungdo real de varidvel real, F, é uma funcdo de distribui¢do se e sé se verifica
as propriedades 2, 3 e 5.

33

Classificagdo das Varidveis Aleatdrias

* Conjunto dos Pontos de Descontinuidade: D = {x: PX =x) = F(X) —F(X - 0) > 0}
¢ Classificagcdao das Variaveis Aleatorias :

>

>

>

X é uma variavel aleatdria discreta se e s6 se P(X € D) = 1, ou seja, se e sé se a
soma dos saltos da fungdo de distribuicao for igual a 1. Assim:

PXeED)=Y,cpPX=x)=1
X é uma variavel aleatéria continua se e s6 se D = @ e se existe uma funcdo real de
variavel real fx, ndo negativa, tal que

Fx(x) = [* fx(wdu, vx€R
Seja Fx, uma funcdo de distribuicdo associada a uma variavel aleatdria discreta, X4, e
Fy, outra fungdo de distribuicdo carterizadora de uma variavel aleatéria continua, X,.
Diz-se que X é uma se e sO se a respectiva funcdo de
distribuicdo puder ser escrita do seguinte modo:

Fy(x) = AFx, (x) + (1 — D)Fx,(x), onde0 <1<1

Existem varidveis aleatérias que ndo sdao nem discretas, nem continuas nem mistas.

A) Variaveis Aleatorias Discretas

Nota : Uma variavel aleatdria é discreta quando toda a massa de probabilidade esta
concentrada nos pontos de descontinuidade da funcdo de distribuicado.
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J : A fungdo fy chama-se fungdo probabilidade da varidvel
aleatoria discreta X se e so se:
_(P(X=x)>0 se xe€D
fX(x)_{P(X=x)=O se x¢&D
— Suporte da Distribuicdo : Subdominio de fy ; valores de x que pertencem a D ;
habitualmente, refere-se a funcdao probabilidade apenas para os valores do
suporte
- P(X €B) =P(B) = Xxepnp f(x)
- Fx)=PX <x)=Yy<xf(x)), VXER com D ={x;,x;,...}
- Eindiferente representar-se uma v.a. discreta por F(x) ou f(x).
B) Variaveis Aleatdrias Continuas
* Funcdo Densidade de Probabilidade : A fungdo fy, tal que Fy(x) = ffmfx(u)du,
chama-se fun¢ao densidade de probabilidade ou simplesmente funcdo densidade.
F'(x) (nos pontos onde existe derivada)
- [ = {0 (nos outros
pontos)
~ [T f(x)dx = F(+%) — F(~o) = 1
- P(B)=P(X€B)= fo(x)dx
~ SeB =]a,b],coma < b, tem-se P(B)=P(a<X <b)= [ f(x)dx = F(b) - F(a)
— Devido a continuidade da fungdo de distribuicdo, P(X =a) =P(X=b)=0, e
pode escrever-se:
Pla<X<b)=P@a<X<b)=Pla<X<b)=P(a<X<b),coma<hb
- Eindiferente representar-se uma v.a. discreta por F(x) ou f(x).

J : Seja Fy, uma fungdo de distribuicdo associada a uma
varidvel aleatdria discreta, X1, e Fy, outra funcdo de distribuicao carterizadora de uma
varidvel aleatdria continua, X,. Diz-se que X é uma varidvel aleatéria mista se e sé se a

respectiva funcao de distribuicdo puder ser escrita do seguinte modo:
Fy(x) = AFx,(x) + (1 = D)Fx,(x), onde0 <1 <1

3.4 Fungdes de uma variavel aleatéria

e Mudanca de Varidvel : Seja X uma varidvel aleatdria, e considere-se uma fungao
Y = y¥(X) é também uma variavel aleatéria que assume o valor y = ¥(x) quando X = x.
Conhecida a fungdo de distribuicdo de X, Fy, pretende-se determinar a fungdo de
distribuicdo de Y, Fy. Ao substituir a varidvel aleatdria X pela varidvel aleatéria Y, esta a
efectuar-se uma mudanca de variavel.

— Utilidade : facilita a interpretacdo e o tratamento quando da varidvel aleatdria original

e Caso 1:Variavel Aleatdria Discreta :

— Conjunto dos pontos que Y assume com probabilidade positiva : Dy = ¥(Dy) ;
Ay ={x: p(x) =y,x € Dy}
- tfy) = P(Y =y) = P(X € Ay) = Xxea, fx(x), paray € Dy

¢ Caso 2: Variavel Aleatdria Qualquer :
~  Funggo de Distribui¢o de ¥ : Fy (y) = P(Y < y) = P(4;) onde 4} = {x : ¥(x) <y}

e Condigdo suficiente para que uma variavel aleatéria Y = y(X) seja também continua :
Seja Y = y(X), onde X é uma varidvel aleatéria continua e ¥ é uma fungdo real de
variavel real com dominio em A; supde-se que este dominio contém o conjunto dos
valores assumidos por X com densidade positiva. Se iy tem derivada ndo nula em todos os
pontos do seu dominio e é estritamente mondtona em A, entdo Y é uma variavel aleatdria
continua.
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3.5 Varidveis Aleatdrias Bidimensionais

Variavel Aleatéria Bidimensional : Uma varidvel aleatéria bidimensional, (X,Y), é uma

funcdo com dominio £ e com contradominio R?. Assim,

X,Y): w€e - (X(w)Y(w)) € R?

* Funcdo de Distribuicdo Conjunta : Seja (X,Y) uma variavel aleatéria bidimensional. A
funcdo real de duas varidveis reais, Fy y, com dominio R?, definida por

Fyy(x,y) =PX <x,Y <y),
¢é a funcdo de distribuicdo de (X,Y), ou funcdo de distribuicdo conjunta das varidveis X e Y.
¢ Propriedades da Fung¢ao de Distribuicao Conjunta :
1) 0<F(x,y)<1
2) F é ndo decrescente, separadamente, em relagdo ax e em relagdoay:
Ax>0=F(x,y) <F(x+Ax,y) e Ay>0=F(x,y) < F(x,y + Ay)
3) F(—o,y) =F(x,—0) =0 e F(4+00,4+x0) =1
4) P(D)=Plx; <x<x,¥1 <Y< Y,) =F(xp,y,) — F(xq,¥2) — F(x2,¥1) + F(xq,¥1)
5) F é continua a direita, separadamente, em relagdo a x e em relagdoay :
F(x+0,y)=F(x,y), F(x,y+0)=F(x,y)

* Funcdo de Distribuicdo Marginal : A fungdo Fy definida por Fx(x) = Fx y(x, +00) designa-
se por fungdo de distribuicdo marginal da varidvel aleatéria X. A fun¢do Fy dada por
Fy(y) = Fxy(+90,y) é a fungdo de distribuigdo marginal da variavel aleatéria Y.

e Varidveis Aleatdrias Independentes : Considere-se uma varidvel aleatéria bidimensional
(X,Y). Sejam B, e B, dois acontecimentos quaisquer tais que B; envove apenas X, e B,
refere-se apenas a Y. As varidveis aleatérias X e Y sdo independentes se e sé se

P(X € B,Y € B,) =P(X € Bj)P(Y € B,)
ouentdo Fyy(x,y) = Fx(x)Fy(y)

* Teorema : Se X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes, e se Y e ¢ sdo duas funcdes,
entdo as variaveis aleatorias U = (X) e V = @(Y) sdo também independentes.

3.6 Varidveis Bidimensionais Discretas
* Varidvel Aleatéria Bidimensional Discreta : (X,Y) é varidvel aleatéria bidimensional
discreta se e s6 se X e Y sdo varidveis aleatdrias discretas.
e Conjunto dos Pontos de Descontinuidade : D = {(x,y) : P(X = x,Y = y) > 0}
. : Seja (X,Y) é variavel aleatdria bidimensional discreta. A
fungdo real de duas variaveis reais, fxy, com dominio R?, definida por
fX,Y(ny) = P(X = x,Y = }’)
¢ a fungdo probabilidade de (X,Y), ou fungdo probabilidade conjunta das variaveis X e Y.
PX=x,Y=y)>0 se (x,y)€D
- fey) = {P(X =x,Y=y)=0 se (x,y)&D
- Z(x,y)eDf(x:y) =1 ; P[X,Y)€B] = Z(x,y)eBan(x:y)
- Fx,y)=PX <x,Y<y)= insxz:yisyf(xiryi)
o : Considere-se uma variavel bidimensional discreta, (X,Y).
Seja Fy a fungdo de distribuicdo marginal de X, e
Dy ={x: P(X =x) = Fy(x) — Fx(x — 0) > 0}
o conjunto dos pontos de descontinuidade de Fy.
A funcgdo probabilidade marginal de X, fy, é definida da seguinte maneira:
P(X=x)>0 se x €Dy
fx() = {P(X =x)=0 se x &Dy
Do mesmo modo se define a fungdo probabilidade marginal de Y, fy,
P(Y=y)>0 se y€eDy
fr@) ={P(Y=y) =0 se y¢&Dy
onde Dy ={y:P(Y =y)=Fy) - F(—-0)>0}
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— A funcdo probabilidade marginal de X obtém-se somando, para cada x, a funcdo
probabilidade conjunta para todos os vy :
fx(x)=PX =x) = ZyEDY PX=xY=y)= ZyEDy fxy (6, y)
- idemparat
Teorema : As varidveis aleatdrias discretas, X e Y, sdo independentes se e s6 se
fry (e y) = fx()fr(y)
isto é, se e s6 se a fungdo probabilidade conjunta for igual ao produto das fungdes
probabilidade marginais.
Funcdo Probabilidade Condicionada : Seja fx y a fun¢do probabilidade conjuntade X e Y.

A fungdo probabilidade de X condicionada pela realizagdo do acontecimento {Y = y}, com
P(Y =y) > 0, é dada por:

Frir=y() = PX =x|¥ =) = P(ﬁ(_:jy;y) - f);:g')y) (y fixo)
De modo andlogo, a funcdo probabilidade de Y condicionada pela realizagdo do
acontecimento {X = x}, com P(X = x) > 0, é dada por:

frix=x@@) =P =y|X =x) = PX=x¥=y) _ fxr(xy) (x fixo)

P(X=x) fx(x)

- ZxEDX fX|Y:y(x) =1e ZyEDy fX|Y:y(y) =1
— Se X e Y sao independentes, entdo

fX|Y=y(x) = fx(x),se fy(y) >0 ; fY|X=x()’) =fr(),sefx(x) >0

Variaveis Bidimensionais Continuas
Variavel Aleatéria Bidimensional Continua : A varidvel aleatéria (X,Y), com funcdo de
distribuicdo Fyy, € uma varidvel aleatéria bidimensional continua se e s6 se existe uma
fungdo real de duas varidveis reais, ndo negativa, fx v, tal que

Fey(oy) = 2, I, fry (W v)dudy, V(x,y) € R?
Funcao Densidade Conjunta : A fungdo fx y (introduzida na definicdo anterior) chama-se
funcdo densidade de (X,Y) ou fungdo densidade conjuntade X e Y

~ Fyy(+00,+0) = [7° [*° f(x,y)dxdy = 1

2
— Se a fungdo densidade f(x, y) for continua no ponto (x,y), entdo f(x,y) = 9?F(x,y)

dxdy

Fungdes Densidade Marginais : A fungdo densidade marginal de X, fy, é dada por

dar ( )
() = =E2 = [T £y (x,y)dy
De forma andloga,

dF [o0)
fr) = T = [77 iy (x, y)d

é a funcdo densidade marginal de Y, fy.
Teorema : As varidveis aleatérias X e Y dizem-se independentes se e s6 se

fxy (e y) = fx()fy(y)
isto é, se e s6 se a funcdo densidade conjunta for igual ao produto das fun¢des densidade
marginais.
Funcdo Densidade Condicionada : Seja fx y(x,y) a fungdo densidade conjuntade X e Y. A
fungdo densidade de X condicionada por Y =y, com f,(y) > 0, é definida da seguinte

maneira:

fXY( Y) )

A fungdo densidade de Y condicionada porX = x com fy(x) > 0, é dada por:

_ fxy&y) .
Frix=x(v) == 5= (x fixo)

+ 00
- g fxiy=y(¥)dx =1
b
- Pla<X<blYy=c¢)= f: Fry=c(X)dx = Ja Fxy(xe)dx

fy(©)
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3.8

— Factorizacdo da Fung. de Dens. Conj. : fyy (x,¥) = fx(X) fyix=x ) = fr ) fxjy=y(x)
— Formula de Bayes para Densidades :
(%) = Fx@fyix=x®) _ _ fxCOfyix=x®)
Jxiv=y fr) I £x QO fyix=x()dx’

com fy(y) >0

Distribuicdes Multidimensionais
Vectores Aleatorios : Variaveis Aleatdrias k-dimensionais (com k = 2)
Funcdo de Distribuicdo : A fungdo de distribuigdo de X = (X4, ..., Xi), Fx, € a fungdo real
de k variaveis reais definida por

Fx(xq, ., %) = P(X7 < X1, 0, Xie < X3)

— Fx é ndo decrescente e continua a direita em relagdo a cada varidvel
- Fx(—90,x5,..,x;) = -+ = Fx(x1,%X2, ..,—0) =0 ; Fy(4+00,+00,..,+0) =1
- A nocdo de funcdo de distribuicdo marginal abrange agora ndo sé as situagles

unidimensionais mas também todos os possiveis subconjuntos das k variaveis.

- Exemplo1:SejalU = (X4, ..., X§), comm < k, entdo

Fy(uw) = Fy(xq1, oo, X, +9, ..., +0)

— Exemplo 2: Fy(xq, +0, ..., +0) = P(X; < x1) = F, (%)
Vectores Aleatodrios Independentes : Os vectors aleatérios U e V dizem-se independentes
se e s se Fy (x4, o, x) = Fyy(u,v) = Fy(WF, (v)
ou seja, se e sO se a funcdo de distribuicdo conjunta é igual ao produto das fungdes de
distribuicdo marginais.
Variaveis Aleatdrias Independentes : As varidveis aleatérias Xj,...,X; dizem-se
independentes se e so se Fy(xq, ooy Xi) = Fx, (%1) - Fx, (xx)
Variavel Aleatéria k-dimensional Discreta : X = (Xy,...,X;) é varidvel aleatéria k-
dimensional discreta se e so se as variaveis aleatdrias Xj, comj = 1, ..., k, sdo discretas.
— As restantes propriedades das varidveis aleatdrias discretas sdo generalizaveis.
Varidvel Aleatéria k-dimensional Continua : A varidvel aleatéria k-dimensional
X = (X4, ..., Xy), onde Fy é a respectiva fungdo de distribuicdo, é continua se e so se existe
uma fungdo real de k variaveis reais, ndo negativa, fy, a verificar

X1 Xk
Fx (X1, ..., Xp) = f . fx(uy, o w)duy . duy

— As restantes propriedades das varidveis aleatédrias discretas sdo generalizaveis.

Capitulo 4 — Distribuicoes Discretas

4.2

Valor Esperado
: Se X é uma variavel aleatéria discreta
com fungdo probabilidade fy, a expressdo
1 =EX) = Xxep xfx(x)

quando

Yxeplx|fx(x) <+ (4.2)
define o valor esperado, média ou esperanca matematica de X.
— centro de gravidade da distribuicao
— parametro de localizagado
Valor Esperado de uma Fungdao de uma Varidvel Aleatdria Discreta : Se X é uma variavel
aleatdria discreta com fungdo probabilidade fy, a expressao

E(IP(X)) = Yxep P () fx (x)

é o valor esperado de ¥ (x), impondo-lhe uma condi¢do semelhante a (4.2)

~ Zyeny Yfr(¥) = Zxepy YOfx (x) <=> EY) = E(¥(X))
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Propriedades do Valor Esperado :
1) Se c é uma constante, entdo E(c) = ¢
2) Sec é uma constante e se existe E[(X)], entdo E[cy(X)] = cE[Y(X)]
3) Seexistirem E[1); (X)] e E[1,(X)], entdo E [ (X) + ¢ (X)] = E[Y1(X)] + E[h(X)]
Outra Propriedade : O valor esperado de uma combinacdo linear de funcdes de variavel
aleatdria X é a respectiva combinacdo linear dos valores esperados:
E[Xfo1 ¢y 0] = Ejea gE[9, (0]
Resultados Importantes :
» Se X eY sdo duas varidveis aleatédrias discretas, entdo E(X +Y) = E(X) + E(Y)
» Se X eV sdo duas varidveis aleatdrias discretas independentes, entdo E(XY) = E(X)E(Y)

Momentos
Momento de Ordem k em Relacdo a Origem : O valor esperado,
e = E(Xk) = Yxep X fx(x)
se existir, € o momento de ordem k em relagdo a origem, ou momento ordinario de ordem
k da variavel aleatodria X.
- Nota:uj; = E(X) = Yep Xfx(x) = valor esperado
Teorema : Se existe o momento ordindrio de ordem k de uma variavel aleatdria, entdo
também existe o momento ordinario de ordem s, com s < k, da mesma variavel aleatdria.
Momento de Ordem k em Relacdo a Média : O valor esperado,
e = E[(X — )*] = YyepX — ¥ fx(x)
se existir, € o momento de ordem k em relacdo a média, ou momento central de ordem k
da variavel aleatéria X.
Variancia : Designa-se por variancia de X o valor esperado, se existir, de (X — p)¥,
Var(X) = o5 = E[(X — )?] = Yxep(X — 1)*fx (x)

> Var(X) =20 ; Var(X)=0<=>PX=c¢)=1
— parametro de dispersdo da distribuicdo de X em torno da média
Propriedades da Variancia :
1) Sec éuma constante, Var(c) =0
2) Sec é uma constante, Var(cX) = c?Var(X)
3) Seced sdo constantes, Var(cX + d) = c?Var(X)
Férmula mais operacional para o calculo da variancia : Var(X) = E(X?) — u?

: Ao valor positivo da raiz quadrada da varidncia, oy = ++/Var(X), chama-
se desvio padrdo da variavel aleatéria X.
— medida de dispersao absoluta
Coeficiente de Variacdo : Considere-se uma variavel aleatéria X com suporte contido no
cpnjunto dos numeros reais positivos. O coeficiente de variacdo de X é igual, se existir, ao
qguociente entre o desvio padrdo e a média, CV = %

— medida de dispersao relativa

. E(X-u)3
: O quociente Y1 = (63”) = %

designado por coeficiente de assimetria da varidvel aleatdria X.

— Y1 = 0 sse a distribuigdo é simetrica

— Y1 > 0 sse os desvios positivos dominam

— y1 < 0 sse os desvios negativos dominam

Variancia de Varidveis Aleatdrias Independentes : Se X e Y sdo duas variaveis aleatdrias
discretas independentes, entdo Var(X +Y) + Var(X) + Var(Y)

, se exisir, €
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4.4

4.5

FungOes Geradoras
Sucessoes Importantes :
» Sucessdo das probabilidades : py, p1, P2, -
» Sucessdo dos momentos em relagdo a origem : (U = U, (s, cur, Upg o
» Sucessdo dos momentos em relagdo a média: yy = 0, Uy, ..., Ui, -
: Seja X uma variavel aleatédria discreta assumindo,
com probabilidade positiva, os valores do conjunto D = {0,1,2, ...}. Seja
px = P(X = x) comx = 0,1,2, ... a verificar Y1 & p, = 1
A fungdo geradora das probabilidades de X é a fungdo real de varidvel real, 1y, definida
por My(2) = E(z%) = X3, pxz”*
. py=P(X =x) = 120©

x!
- EX) =1"(1) = X327 xps
- Var(X)=1"1)+1'(1) — [IT'(1)]?
Funcdao Geradora dos Momentos : Seja X uma varidvel aleatdria discreta com funcgado
probabilidade fy. Se existir um nimero real sy > 0, tal que

E(e*®) = Yxep e fx (x)
existe para —sy < s <S¢, entdo

My (s) = E(e*¥)

define a fungdo geradora dos momentos de X, My.
- M'(0) = Yxep xfx(x) = E(X)
Teorema : A fungdo geradora dos momentos, se existir numa vizinhanga de 0, determina
univocamente a funcdo de distribuicdo ; inversamente, se existir, a funcdo geradora dos
momentos é Unica.
Formalizando: Se para cada uma das variaveis aleatdrias X e Y, existe fun¢do geradora dos
momentos, e se My (s) = My(s) para algum intervalo —sy < s < s, entdo X e Y possuem
a mesma fungdo de distribuicdo (e a mesma probabilidade, no caso de as variaveis
aleatdrias serem discretas).
Relagdo entre a Fun¢dao Geradora dos Momentos com a Funciao Geradora das
Probabilidades : M(s) = E(e5®) =TI(e®) < =>1(2) = M[In(2)]
Teorema : Se X e Y sdo varidveis aleatérias discretas independentes, com func¢Ges
geradoras dos momentos My (s) e My (s), entdo a fungdo geradora dos momentos X + Y
existe, e é dada pela expressao:

My 1y (s) = Mx(s)My(s)

Distribuigao Uniforme
Distribuicdo Uniforme : Seja X uma varidvel aleatdria discreta com D = {xy, x5, ..., X, }.
Diz-se que X segue uma distribuicdo uniforme nos n pontos Xj, com j = 1,2,..,n,seesod
se a fungdo probabilidade é dada por

1
o) ={; sex €D
0 sexé&D

— afuncdo probabilidade é constante para um numero finito de pontos
— adistribuicdo é simetrica

Valor Esperado: E(X) = u = % T=1%

Momento de Ordem k em relagdo a Origem : E(Xk) = %Z?zlx}"
A 1 2

Variancia: Var(X) = ;Z?zl(xj — )

Fungdo Geradora dos Momentos : M(s) = %Z}Ll e

YV V V V

SX
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4.6

1) Ex: Lancamento de um dado perfeito : D = {1,2, ...,n}
2) Ex: Obtencdo de um dos 10 digitos : D = {0,1,2, ..., m}

Distribuicdo de Bernoulli / Distribuigdo Binomial

Prova de Bernoulli : Experiéncia aleatéria em que se observa a realiza¢do (sucesso; x = 1)
ou a nao realizacdo (insucesso; x = 0) de determinado acontecimento A com
probabilidade P(4) = 6.

1-6 sex=1

fx(x|0) =16 sex=0

0 para outros x

Distribuicao de Bernoulli : Se a varidvel aleatéria X tem fung¢do probabilidade dada por
fx(x]8) =0*(1—8)1*comx ={0,1} para0 <8 <1,

diz-se que X tem distribuicdo de Bernoulli. Simbolicamente, X~B(1; 8)
Principais caracteristicas da Distribuicdo de Bernoulli :
Valor Esperado: E(X) =u =286
Momento de Ordem 2 em relagdo a Origem : E(X?) = 6
Variédncia : Var(X) = 6(1 —9)

Desvio Padrdo: o =+/6(1 —0)
1-26

Coeficiente de Assimetria:y; = .

Fungdo Geradora dos Momentos : M(s) = E(e5*) = (1 —6) + fe*

Sucessdo de Provas de Bernoulli Independentes : Sucessdo de experiéncias aleatdrias
independentes em cada uma das quais se observa a realizagdo (sucesso; x = 1) ou a ndo
realizacdo (insucesso; x = 0) de determinado acontecimento A com probabilidade
P(A) = 6, constante de prova para prova.

: Se a variavel aleatdria X tem funcdo probabilidade dada por

M\ pxeq _ pyl—x —
o (x6) = {(x) OF(1-0)"" sex=012..n 0<g<1,
0 para outros x
diz-se que X tem distribui¢do binomial. Simbolicamente, X~B(n; 8)

YV V V VVYV

Valor Esperado : E(X) = u = nf
Momento de Ordem 2 em relagdo a Origem : E(X?) = n(n — 1)6% + no
Variancia: Var(X) = n6(1 — 9)

Desvio Padrdo: o = +/nf(1 —0)

» . . 1-26
Coeficiente de Assimetria : y; = —

Func¢do Geradora dos Momentos : M(s) = E(es%) = [(1 — 6) + feS|"
Teorema : Sejam Y; e ¥, duas varidveis aleatdrias independentes. Entdo

Yi~B(ny;0), Y,~B(n,;0) = Y=Y, +Y,~B(n;0)
onden = nq +n,.

YV V V VVY

Distribuicdo Geométrica / Distribuicdo Binomial Negativa
Nova perspectiva : Realizar provas de Bernoulli até que se dé um sucesso. O numero de
provas é que passa a ser aleatodrio.
Distribuicdo Geométrica : Quando a varidvel aleatdria X tem fun¢do probabilidade dada
por

_(1—6)*"10 sex=1,2,..
fx() = {0 para outros x
diz-se que tem distribuicdo geométrica ou distribuicdo de Pascal.
— A sucessdo das probabilidades forma uma progressdo geométrica de razdo 1 — 6.
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¢ Propriedades da Série Geométrica de razao z :
1, .
a) S(z)=3Yr,zk= E(serle absolutamente convergente para |z| < 1)
_ 1
b) S'(z) =Yr kzk1=

(1-2)?
" %) — 1
o) §"(z) = Zk:z k(k — 1)Zk 2= (1-2)3
> k=1 fx(x]0) =1
» Valor Esperado: E(X) = u = %
> Variancia: Var(X) = 0% = 10_—29
» Desvio Padrdo: o = %6
- . . _ 2-6 . .
» Coeficiente de Assimetria: y; = Nr > 0 (enviesamento psosmvo)
> Funcdo Geradora dos Momentos : M(s) = E(es¥) = ﬁ ,com(1—-0)e’ <1

- Pl@a<X<h)=(1-6)*1-(1-06)°
~ Seb—> +o, P(X=>a)=(1-6)*1
~ Sea=1, PX<h)=1-(1-6)
¢ Funcao de Distribuicao de uma Variavel Aleatdria com Distribuicio Geométrica :
FX(x)={O sex<1
1-(1-0)¢ sek<x<k+1
parak =1,2,...
e Propriedade da “Falta de Meméria”: P(X >s|X >t) =P(X >s—1t)
e Nova perspectiva : Realizar provas de Bernoulli independentes até obter r sucessos.
e Distribuicdo Binomial Negativa : Uma varidvel aleatdria X com fun¢do probabilidade dada
por

X =1\ preq _ avx-r B
fX(X|9)=i(r—1)9 1-0*7" sex=rr+1Lr+2,..
0 para outros x

diz-se que tem distribuicdo binomial negativa. Simbolicamente, X~BN(r; 6).

,parald <8 <1

» Valor Esperado: E(X) = u = %

> Variancia: Var(X) = 0% = T(;m

» Desvio Padrdo: o = @

» Coeficiente de Assimetria: y; = \/% >0

> Funcdo Geradora dos Momentos : M(s) = E(es¥) = (%i)es)r ,com(1—0)esS<1

e Teorema:SejamY; e Y, duas varidveis aleatdrias independentes. Entdo
onden =nq +n,.
* Coroldrio: X;~BN(1;6)sei = 1,2,...,r, independentes = Y./_; X; ~BN(r; 0)
— Interpretacdo do Coroldrio : Realizar provas até aparecerem r sucessos € 0 mesmo que
realizar provas até aparecer o primeiro sucesso, continuar até aparecer o segundo, e
assim sucessivamente, até aparecer o r-ésimo sucesso.
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4.8 Distribuigdo Hipergeométrica
e Distribuicdo Hipergeométrica : Se a varidvel aleatdria X tem funcdo probabilidade dada

por
M\/N—M
()Cams)
= N
fX(X|N,M,Tl) (n)
0 sex&D
com D= {x :max{0,n— (N — M) < x < min{n, M}, x inteiro}}
diz-se que tem distribuicdo hipergeométrica. Simbolicamente X~H(N, M, n)
M
: - (0=%)
> Yi=ofx(xIN,M,n) =1
» Valor Esperado : E(X) =

» Variancia:Var(X) =n-

sex €D

né

LM N ne(1 - )X
N N-1 N-1

M
N

z|x 3

4.9 Distribuigao de Poisson
e Processo de Poisson : Suponha-se que se procede a contagem do numero de
acontecimentos (chegada de doentes, “chegada” de avarias, chegada de navios, etc)
ocorridos ao longo do tempo. Tem-se um processo de Poisson com parametro 4 > 0
quando se verificam as seguintes condigdes:
— O numero de acontecimentos que ocorrem em dois intervalos disjuntos sdo
independentes;
— A probabilidade de ocorrer exactamente um acontecimento em qualquer intervalo de
amplitude At arbirtariamente pequena é aproximadamente AAt;
— A probabilidade de ocorrerem dois ou mais acontecimentos em qualquer intervalo de
amplitude At arbirtariamente pequena é aproximadamente igual a zero.

. : Uma variavel aleatéria X com funcdo probabilidade dada por
e—/l x

fx(x|]A) =4 = sex=0,1.2,.. ,comA>0,
0 para outros x
diz-se que tem distribuicdo de Poisson. Simbolicamente, X~Po (1)

+00 e_lﬂ.x _ 1
x=0 x! -

Fungdo Geradora dos Momentos : M(s) = E(e5X) = exp[A(e® — 1)]
Valor Esperado: E(X) = A
Variancia: Var(X) = 1

Desvio Padrdo : o = V1
Coeficiente de Assimetria:y; = A~
¢ Distribuicao de Poisson e Intervalos de Tempo :

e_}“t(lt)x
fx(x|At) = P[X(t) = x|At] = — o sex= 0,1,2,.., paral >0

e Teorema : Sejam X; e X, duas varidveis aleatdrias independentes. Entdo
X,~Po(1y), X,~Po(A,) = X=X, +X,~Po(1)
ondel =1; + 1.
e Lei dos Acontecimentos Raros : A génese da distribuicdo de Poisson, a partir do processo

>
>
>
>
>
>

1/2

. i X . .
de Poisson, mostra que, quando 6 = — o 0 mantendo-se fixo nf = A, a binomial tende

para Poisson, limy 400 (z) (%)x (1 - %)”‘x = @
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4.10 Valor Esperado e Momentos de Variaveis Aleatérias Bidimensionais Discretas

:Se (X,Y) é uma variavel
aleatdria bidimensional discreta com fun¢do probabilidade fyy, e se i é uma fun¢do de
(X,Y), a expressdo

EMX, V)] =Xunep ¥ fxy (X, y)
é o valor esperado de ¥(x, ¥). Tal como no caso unidimensional, tem de se verificar
YeeyenlP | fxy(x,y) < o
Teorema : Se (X,Y) for uma varidvel aleatéria bidimensional discreta com fungdo
probabilidade fy y, e se existirem E(X) e E(Y), entdo
EX+Y)=EX)+E()
Teorema : Se X e Y forem varidveis aleatdrias discretas e independentes, com funcdo
probabilidade conjunta fy y, e se existirem E(X) e E(Y), entdo
E(XY) = E(X)E(Y)
Momentos de Ordem 1 + s em Relagdo a Origem : Seja (X,Y) uma variavel aleatéria
bidimensional discreta. O valor esperado,
l’l;’s = E(Xrys) = Z(x,y)eD xryst,Y(xr y)

define, se existir, um momento de ordem r 4+ s em relagdo a origem (ordindrio) de variavel
aleatdria (X,Y).
— Momentos de primeira ordem :

- r=1s=0=pu=EX) = u

- r=0s=1=puy =EY) =py
- Momentos de segunda ordem :

- r=2,5=0= uhy=EX?

- r=1,s5=1= yuj; = E(XY)

- r=0,s=2=py, =E?)
Momentos de Ordem r + s em Relagdo a Média : Seja (X,Y) uma variadvel aleatdria
bidimensional discreta. O valor esperado,

trs = E[(X — )" (Y = 1)°] = L yyen(x — ux)" (v — uy)* fry (x,¥)

define, se existir, um momento de ordem r 4+ s em relagdao a média (central) de variavel
aleatdria (X,Y).
— Momentos de primeira ordem (sdo nulos) :

- r=15=0=p,=0

- r=0s=1=py; =0
- Momentos de segunda ordem :

- r=2,5=0= pyy = E[(X — wW)?] = Var(X) = o

- r=1Ls=1=pu,; =E[X - —p)]

- r=0,5=2= py, = E[(Y — p)?] = Var(Y) = o
Covariancia : A covariancia das variaveis aleatérias X e Y é

Cov(X,Y) = oyy = E[(X —u) (Y — uy)],

se este valor esperado existir.
- Cov(X,Y) =EXY)—-EX)E(Y)
- Cov(c,X)=E(cX)—cEX)=0
Interpretagao do Sinal e da Grandeza da Covariancia :
- Centro de gravidade da distribui¢do conjunta : (uy, uy)
> (X —ux)(Y —uy) >0 > 12e 32 quadrantes
> X —ux)(Y —uy) <0 > 292e492quadrantes
Coeficiente de Correlagdo : O coeficiente de correlacdo entre as variaveis aleatérias X e Y

é dado por
Cov(X,Y) __ Oxy

Pxy = JVar(X)var(y) - OxOy
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Teorema : Se duas varidveis aleatérias, X e Y, sdo independentes, entdo a respectiva
covariancia é igual a zero.
— Aindependéncia implica ndo correlacdo, mas a reciproca ndo é verdadeira.
: Se existem segundos momentos para as varidveis aleatérias X e Y, entdo
Var(X +Y) =Var(X) + Cov(X,Y) + Var(Y)
Em particular, se as varidveis sdo independentes,
Var(X £ Y) =Var(X) + Var(Y)
Valor Esperado Condicionado : Seja a varidvel aleatéria Z = ¢ (X,Y), fungdo das varidveis
aleatdrias discretas X e Y. O valor esperado de Z = ¥ (X,Y) condicionado por X = x, é
definido por
EZIX=x) =E[XIX =x] = ZyEDy Y(x, }’)fy|x=x(y)
se se verificar a condi¢do habitual de existéncia do valor esperado.
De modo andlogo se define
EZ|Y =y) =E[{X |y =y] = ZxEDX P(x, y)leY:y(x)
- SeyY(x,y) =Y, EY|X =x) = Xyep, Vfyix=x )
- SeyY(x,y)=X, EX[Y =y)= ZxEDX fo|Y:y(x)
Teorema : O valor esperado de Z = Y(X,Y), se existir, é igual ao valor esperado do seu
valor esperado condicionado por X,
E(Z) = E[E(Z|X)]
-~ SeZ=Y, E(Y)=E[E(Y|X)] > regrado valoresperado iterado (- v.e. marginal)
Variancia Condicionada : A variancia de Y condicionada por X = x é definida por
Var(Y|X = x) = E[{Y = E(Y|X = 0)P|X = x] = Syep, Iy — EVIX = 0} frix=x ()
Do mesmo modo se define a variancia de X condicionada porY =y,
Var(X|Y =y) = E[{X — EX|Y = »)}|Y = y] = Yxepy{x — EX|Y = ¥)} fxjy=y (x)
- Var(Y|X=x)=EY?|X=x)—E(Y|X = x)?
~ Var(X|Y =y) = EX?|Y = y) — EX|Y = y)?
Teorema : Se existe E(Y?), entdo
Var(Y) = Var[E(Y|X)] + E[Var(Y|X)] (Variancia Marginal)
Teorema : A covaridncia entre X e Y é igual a covaridncia entre X e o valor esperado de Y
condicionado por X,
Cov(X,Y) = Cov[X,E(Y|X)]
Independéncia em Média : A varidvel aleatéria Y é independente em média da variavel
aleatdria X se e s6 se
E(Y|X = x) = E(Y), qualquer que seja x
A variadvel aleatdria X é independente em média da varidvel aleatdria Y se e sé se
E(X|Y = y) = E(X), qualquer que seja y

4.11 Valor Esperado de Momentos de Variaveis Aleatorias k-Dimensionais Discretas

Momento de Ordem r{ + rp + - + ;. em Relagdo a Média :
E[(X1 — p)" (X2 — p12)™ oo (X — 1))

Momentos Centrais de 22 Ordem :

> Variancia: Var(X;) = o;; = o/

» Covariancia : Cov(Xl-,Xj) =0y ((#))

011 012 Ok
. on . 021 022 '+ Oz
Matriz das Covariancias : Cov(X) =| : . .
Ok1 Ok2 " Okk
O'ij O_ij

Coeficiente de Correlagdo entre X; e X : p;; = ——==

/O'L'L'O'jj O'iO']'
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1 piz Pk

1 oo
* Matriz das Correlagdes do Vector Aleatério X : Corr(X) = p:21 . 'D?k

Pr1 Pr2 - 1

Var(Y) = Var(a™X) = a’Cov(X)a

* Relagdo entre a Matriz das Covariancias e a Matriz das Correlagdes :
Cov(Y) = Cov(AX) = ACov(X)AT

> Nota: a e A sdo matrizes de coeficientes

4.12 Distribuicao Multinomial
¢ Distribuicdo Multinomial : Se uma varidvel aleatéria k-dimensional tem fungdo
probabilidade dada por

fx(er, Xz, s 0) = 11X ) X (M= =25 =+ =)
X 0,10,% .0, K(1— 01 — 0y — o — G )V XXz TN
para as probabilidades positivas, diz-se que tem distribuicdo multinomial.

n!

Valor Esperado : E(X;) = nb;
Variancia : Var(X;) = n6;(1 — 6;)

Desvio Padrdo : o = /n6;(1 — 6;)

Covariancia : Cov(Xl-,Xj) = 0;; = —nb,0;

, 6,0
Coeficiente Correlagdo : p;; = ) )(1 e (UEN))]

YV VV VY

Capitulo 5 — Distribuic6es Continuas

5.2 Valor Esperado
. : Se X é variavel aleatdria continua
com fungdo densidade fy, a expressdo
EX) = [17 xfy(x)dx

guando

L2 21xlfx ()dx < +o0 (5.2)
define o valor esperado, média ou esperanca matematica de X.
— centro de gravidade da distribuicao
— parametro de localizagdo

e Valor Esperado de uma Fung¢do de uma Variavel Aleatoéria Discreta : Se X é uma variavel
aleatdria continua com fungdo densidade fx, e ¥ é uma fungdo real de variavel real. A
expressao

E@p(0) = [17 9 )f()dx
é o valor esperado de ¥ (x), impondo-lhe uma condigdo semelhante a (5.2)

e Propriedades do Valor Esperado : As propriedades do valor esperado para varidveis
aleatérias continuas sdo as mesmas do que as propriedades para variaveis aleatdrias
discretas. Apenas é necessdrio substituir as somas por integrais.
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5.3 Momentos
¢ Momento de Ordem k em Relacdo a Origem : O valor esperado,
wie = E(X*) = [ x* fy (a)dx
se existir, define o momento de ordem k em relacdo a origem, ou momento ordinario de
ordem k da variavel aleatéria X.
Nota:u; = EX) = f_+ozo xfx(x)dx > valor esperado
¢ Teorema : Se existe o momento ordinario de ordem k de uma varidvel aleatéria, entdo
também existe o momento ordinario de ordem s, com s < k, da mesma variavel aleatoria.
¢ Momento de Ordem k em Relagao a Média : O valor esperado,
e = E[X = "] = [27(X = ¥ fie(x)dx
se existir, € o momento de ordem k em relacdo a média, ou momento central de ordem k
da variavel aleatéria X.
e Variancia : A variancia de uma variavel aleatoria continua X é dada por
Var(X) = of = E[(X — )] = [17(X — )2 fx (x)dx
— parametro de dispersdo da distribuicdo de X em torno da média
e Propriedades da Variancia :
- Var(cX) = c?Var(X)
-~ Var(X) = E(X?) — u? - férmula mais operacional para o célculo da variancia
> Var(X+Y)=Var(X) +Var(Y), seX eY sdoindependentes

. 10y = ++/Var(X) > medida de dispersdo absoluta

¢ Coeficiente de Variagdo : CV = % - medida de dispersdo relativa

L _EX-w? _ s

M= 5 T

e (Coeficiente de Kurtosis : O coeficiente de kurtosis de uma variavel aleatdria X, se existir, é

= #—i —> excesso de kurtosis :y; — 3
o

definido por Y1

5.4 Parametros da Ordem
e Quantil : Seja X uma varidvel aleatdria continua, e @, um numero real a verificar
0 < a < 1. Quantil de ordem «a, &,, é um valor de X que satisfaz a condigdo
[ fe@)dx = a < => Fy(&) = @
» medida de localizagdo
-~ Mediana:a =05 > & 5=, =med(X) > fgo’s fx(x)dx =0,5

— 00

L o1eQuartilia =025 > s D> [ fy(x)dx = 0,25
~ 32Quartil:a =075 > &5 > ffgjs fx(x)dx = 0,75
¢ Moda : Seja X uma variavel aleatéria continua. Moda, u,, € um valor de X que verifica a

condicao

fX(x) < fx(#*), Vx €R
Nota: A moda ndo é um parametro da ordem, contudo trata-se de uma importante medida

de localizagao.

. tAIQ = &y 75 — Ep 25 (medida de dispersdo absoluta)
* Uma medida de dispersdo relativa : A#IQ
¢ Principais medidas de localizagao e de dispersao :
Medidas u o CV u u. AIQ AIQ/u.
Localizagao X X X
Dispersdo absoluta X X
Dispersao relativa X X
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5.5.

5.6

Func¢ido Geradora dos Momentos
Funcao Geradora dos Momentos : Seja X uma varidvel aleatdria continua com funcgdo
densidade fy. Se existir um numero real s, > 0, tal que

E(e™) = [17 e fy(x)dx
existe e é finito para —sy < s < s, entdo
M(s) = E(e5%)

define a fungdo geradora dos momentos de X.
a) Existe uma correspondéncia biunivoca entre funcdo geradora dos momentos (quando

existe) e funcdo densidade
b) Mx,y(s) = Mx(s)My(s)

Distribuigao Uniforme
Distribuicao Uniforme : Diz-se que uma variavel aleatdria continua, X, tem distribuicdo

uniforme no intervaalo (a, 8), com a < 8, quando a fun¢do densidade é dada por

1
— sea<x<p

fx(x|a, B) = {g‘“
Simbolicamente, X~U(a, B).

para outros x

0 sex<a
X—a

> Fungdo de Distribuicdo : Fy(x|a,f) = 5=, S€* <X < B
1 sex=f

s(B-a)

SB_,sa
{1 ses#0
1 ses=0

> Funcdo Geradora dos Momentos : M(s) = E(es¥) = ff;%dx =

» Expressdo Geral dos Momentos em Relagdo a Origem :

Ky _ (B X 1 ke ﬁ'_ p+1_gk+1
E(X ) - fa B-a dx = B—a[ ]a T (k+D)(B-a)

k+1
a+f

» Média:E(X) = —~

> Variancia: Var(X) = (BI;Z)Z

» Coeficiente de Assimetriaénulo:y; =0

Transformacdo Uniformizante :

a) Seja X uma varidvel aleatdria continua com func¢do de distribuicdo Fy estritamente
crescente no intervalo aberto ]a, b[ onde X tem densidade positiva (este intervalo
pode ser ilimitado, isto é, pode acontecer a = — ou b = + ; tem-se Fy(a) =0 e
Fx(b) = 1). Entdo a varidvel aleatéria Y = Fyx(X) tem distribui¢do U(0,1).

b) Seja Y uma variavel aleatéria continua com distribuicdo U(0,1), e Fy a funcdo de
distribuicdo de uma varidvel aleatéria continua. Supde-se que Fy é estritamente
crescente no intervalo aberto ]a,b[ onde esta varidvel aleatdria tem densidade
positiva (o intervalo pode ser ilimitado, isto é, pode acontecer a = —oo ou b = + ;
tem-se Fy(a) = 0 e Fy(b) = 1). Entdo a varidvel aleatéria X = Fy1(Y) é continua
com fungdo de distribuicdo Fy.
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5.7 Distribuicao Normal
Distribuicdo Normal : Diz-se que a variavel aleatéria X tem distribuicdo normal com

parametros u e o2 quando a fung¢do densidade é da forma

1 1
f(x|u,02) = Hoz OXP (—ﬁ(x — u)z) com —oo < x < 400

onde u € Re g2 > 0. Simbolicamente X~N(u, 62).
~ TR 2 2N (X 1 1 2
*  Funcg3o de Distribuicdo de X~N(u,a ) : F(x|u,0%) = f_wmexp (—ﬁ(t — W )dt

. cu=0ec?=1
5 - : =L o-7/2
» Funcdo Densidade : ¢p(z) = NrAd
~ . . P _ L ¥4 _tz/z
» Funcdo de Distribui¢do : ®(z) = \/Ef—oo e dt
* Distribuicdo Normal Estardadizada : A distribuicdo N(0,1) é uma distribuicdo normal

estandardizada se X~N(u,0%) e Z = X(f;”

e Simetria:

—~ N(u,0?) é simetrica em relagdo arectax =

- N(0,1) 2 ¢(x) = p(—x); @(x) =1 — ®(—x)
¢ Fungdo Geradora dos Momentos de Z~N(0,1) : M,(s) = e™s°/2

2.2
¢ Fungdo Geradora dos Momentos de X~N(u, 02) :M;(s) = exp (,us + %)
. c EX)=u ; Var(X) = o?
_ (2n)le?”

* Expressao Geral dos Momentos Centrais de Ordem Par : p,,. = Yo
=3
¢ Interpretagao do excesso de kurtosis :

a) Distribuicdo leptokurtica : y, > 3 = caudas mais “espessas”

b) Distribuicdo platilurtica : y, < 3 = caudas mais “finas”

c) Distribuicdo mesokurtica : y, = 3 - distribuigdo normal

¢ Intervalos e Probabilidades da Distribuicao Normal :

* Coeficiente de Kurtosis : y, =

Intervalos  Probabilidades
uto 0,6826
ut22o 0,9544
ut3o 0,9973
u=+0,67450 0,5000
u =+ 1,64500 0,9000
u=+ 196000 0,9500
u =+ 257580 0,9900

e Teorema : Se as varidveis aleatérias X; (i = 1,2, ..., k) sdo independentes, entdo
k
Xi~N(u, o) = Y =X aiX; ~N(uy, 0f)
onde

— k 2 k 2 2
Uy = Xi=1 Qilli € Oy = X, i 0;

— Qualquer combinac¢do linear de varidveis aleatdrias independentes com distribuicdo
normal tem ainda distribuicdo normal.
e Corolario : Se as variaveis aleatérias X; (i = 1,2, ..., k) sdo independentes e identicamente
distribuidas, entdo
Xi~N(@w,0?) = Y =3, X;~N(kp ko?)
» Corolario : Se as varidveis aleatérias X; (i = 1,2, ..., k) sdo independentes e identicamente
distribuidas, entdo

— 1 2
Xi~N(o?) = X=23 X ~N (%)
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J : Se as variaveis aleatérias X; (i = 1,2, ..., k) sdo normais tais que
E(X) = w, Var(Xy) = of =0y, Cov(Xy,X;) =0y (i %))

entao
Y =35, a;X; ~N(uy, o)
onde
ﬂY = Z?:l alul
e

0-1; = a]2_0-11 + 2(11(120-12 + 20!10!30-13 + -+ Zalako-lk
+0(220'22 + 2“2“30-23 + e + Zazakdzk

+a’£0’kk

5.8 Distribuicao Exponencial
e Distribuicdao Exponencial : A varidvel aleatéria X com fungao densidade definida por

0 sex <0
)= _
feIA) {Ae_)‘x sex >0
diz-se que tem distribuicdo exponencial (ou exp. negativa). Simbolicamente, X~Ex(A1).
0 se x. <0
» Funcdo de Distribui¢do : F(x|1) = N
ungdo de Distribuigcdo : F(x|A) {1 L e M cpy ? 0
» Funcgdo Geradora dos Momentos : M(s) = (1 — %) = ﬁ , (s<A)
» Valor Esperado : E(X) = %
I 1
» Variancia: Var(X) = =
» Coeficiente de Variagdo : CV =1
» Coeficiente de Assimetria : y; = 2
» Coeficiente de Kurtosis: y, = 9
» N&o tem Moda porque f(x|A) é decrescente com x e o dominio é aberto.
» Mediana: u, = lnTZ > enviesamento positivo > u, < u

e Propriedade da “Falta de Memoria” :
X~Ex(A) =>PX>x+h|X>x)=PX >x)
e Teorema:Se X{, X, ..., X sdo varidveis aleatdrias independentes, entdo
X;~Ex(1) = miinXl- ~Ex(kA)

5.9 Distribuicdo Gama ; Distribui¢do do Qui-Quadrado
¢ Funcdo Gama (factorial generalizado) : Funcdo real de varidvel real que faz corresponder a
cada numero real positivo, « > 0, o nimero real definido por

m_

I'a) = f0+ e *x* ldx (a>0)

a) Substituindo x por Ax, obtém-se I'(a) = A% f0+°° e M xalgy

b) Com a > 1, integrando por partes, obtém-se T'(a) =(a—1) -T(a—1)

c) Se a = n (inteiro positivo), tem-se 'n)=Mn-1)!

mas TI'(1) = f0+°°e_xdx =1
1

@) r(3)=vr

e Distribuicdo Gama : Uma variavel aleatéria X com funcgdo densidade dada por
0 sex <0
- a,—Ax, a—1
flx|a, A) Aer(aa)c cex>0’ coma>0el>0

diz-se ter distribui¢do gama de pardmetros a e A. Simbolicamente, X~G(a, 1).
— Nota: Quando a = 1 cai-se no caso particular da distribuicao exponencial.
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s .—n 2 n
» Funcdo Geradora dos Momentos : M(s) = (1 - Z) = (E) , (s< )
» Momentos em Relagdo a Origem : E(X") = w
» Valor Esperado: E(X) = u = %
“n . a

> Variancia: Var(X) = 0% = =

- — _ 1
» Coeficiente de Variagdo : CV = Ta

- . . _ 2
» Coeficiente de Assimetria: y; = Ta
» Coeficiente de Kurtosis : y, = 3 +§
» Sea <1,ndotem Moda ; Sea > 1, Moda: moda(X) = u, = aT_l
» Sea > 1, verifica-se sempre  u, < pu. < pu

Teorema : Sejam X; e X, duas varidveis aleatdrias independentes. Entdo
Xi~G(a;; 1), Xo~G(apd) = X=X+ Xo~G(; 1), a=a; +ay
Generalizando para k variaveis aleatdrias independentes, tem-se
Xi~G(a;A),i=12,...k = X=Y X ~G(x;1), a=3%F,q
- Quando, em particular, a; =1 (i = 1,2, ..., k), tem-se
Xi~Ex(1),i=12,..,.k = X=3F X, ~G(k; 1)
ou seja, a soma de k variaveis aleatdrias indepenentes com distribuicdo exponencial,
com o mesmo A, tem distribuicdo gama com parametros k e A.
Ane—/lxxn—l
: Diz-se que a variavel aleatdria X tem distribuicdo do qui-
quadrado com n graus de liberdade (n inteiro positivo), simbolicamente X ~x?(n), quando

a respectiva fun¢do densidade é dada por
0 sex <0

flxn) =4 e2x2”" sex >0 Paran=12,.
)

Tempo de Espera pelo n-ésimo acontecimento (Poisson) : f(x|n, 1) =

Nota : A distribuicdo do qui-quadrado é uma distribuicdo gama com a = %e A= %,

X~x%(n) < => X~G (g%)

Métodos de Calculo :
a
- X~x%(n) = V2X —/2n—1~N(0,1)

-~ X~G(n; 1) & 21X — x*(2n)

Valor Esperado : E(X) =n
Variancia : Var(X) = 2n

Y V

Coeficiente de Variagao : CV = \/%

» Coeficiente de Assimetria: y; = \/g
» Coeficiente de Kurtosis : y, = 3 + 1n_2

» Funcdo Geradora dos Momentos : M(s) = (1 — 25)_§ coms < %
Teorema : Sejam X; e X, duas varidveis aleatdrias independentes. Entdo
Xi~x*(ny), Xo~x?(ny) = X=X+ X,~x*’(n), n=n;+n,
Generalizando para k variaveis aleatorias independentes, tem-se
Xi~x?(m), i=12,.k = X =3, X;~x*(n), a =% n
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e Teorema : Seja X uma varidvel aleatdria. Entdo
X~N(0,1) =Y = X2~x2(1)
ou
Xi—ui) 2
Xi~N(u, 0f) = ¥y (U_Lu) ~x*(n)

5.10 Distribuicao Beta
e Funcdo Beta : Funcdo real de duas varidveis reais, fazendo corresponder a cada par de

numeros reais positivos (a, £), um nimero real definido por

B(a,pB) = fol u* 11 -uw)f'du coma>0ef >0

e Propriedades da Fungao Beta

a) B(a,p)=B(B,a)

b) B(1,1)=1

c) Asfungdes gama e beta estdo relacionadas do seguinte modo : B(a, ) =

11

@) B(53) =7

e Distribuicdo Beta : A variavel aleatdria X com func¢do densidade dada por

1 a-1 B-1
1- 0<x<1
fx(xla, B) = { Bap) " 1-=x) 5¢ x , paraa>0ef >0,
0 para outros x

diz-se que tem distribui¢do beta. Simbolicamente X~Be(a, ).

r(@)r(p)
['(a+p)

a(a+1)..(a+k-1)

» Momentos em Relagdo a Origem : E(Xk) = (@+B)(a+B+1)(a+B+k—1)
» Valor Esperado : E(X) = ﬁ

» Variancia: Var(X) = Wiwm

» Coeficiente de Variagdo : CV = a@%ﬁﬂ)

» Coeficiente de Assimetria: y; = %

» Coeficiente de Kurtosis : y, = 3(a+ﬁ;;2[:i‘;:§;:;f§$;ﬁ_6)]

* Forma/Simetria:
- a=f -> distribuigdo simétrica
- a<pf -> distribuigdo assimétrica positiva - cauda longa a direita
- a>f -> distribuigdo assimétrica negativa - cauda longa a esquerda

- a>0ef >0 -> distribuigdo unimodal - moda(X) = u, = ai/_;iz

- a=1lef =1 > distribuigdo uniforme
- outrosvaloresdeae 8 > ndotem moda

5.11 Teorema do Limite Central

e Interpretacao do Teorema do Limite Central : O Teorema do Limite Central garante que a
soma de n varidveis aleatdrias independentes, todas com a mesma média e a mesma
variancia, tem, depois de estandardizada e para valores de n suficientemente grandes,
distribuicdo aproximada, N(0,1).

¢ Teorema da Continuidade : Considere-se a sucessdo de variaveis aleatorias,

XpoXi+ X0, 0, X1+ X+ -+ Xy, ,ou Xy comn=1.2,..

Sejam {F,} e {M,,}, com n = 1,2, ..., as respectivas sucessdes de fung¢des de distribuicio e
de fungdes geradoras dos momentos [supde-se que existem para [s| < sq (sg > 0)].
Entdo, se M, (s) » M(s) (s > 0) e M, (0) — 1, a sucessdo {F,} tende para a fun¢do de
distribuicdo F que tem M como fungao geradora dos momentos.
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e Teorema do Limite Central : Dada a sucessdo de varidveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas (iid), X4, X5, ..., Xy, ..., com média y e variancia a2, entdo,
quando n = +oo, a fungdo de distribuicdo da varidvel aleatdria,

_ T, (X)) -nu

Zn N
tende para uma funcdo de distribuicdo N(0,1), ou seja, a distribuicdo assintética ou
a

aproximada de Z,, é N(0,1). Simbolicamente, Z,~N(0,1).

> Outras formulacdes :

- lim, e P(Z, < x) =lim,_, P (W < x) = d(x)

- P(Z,<x)=P (2‘21\%# < x) ~ ®(x) (ngrande)

e Corolario : Dada uma sucessdo de varidveis aleatdrias iid, Xi,X,,..,Xp, .., com
distribuigdo de Bernoulli de média E(X;) = 0 e Var(X;) = 6(1 — 6), vem

a
Z?’:l(xi)_ne ~
Jne(1-6) N(0.1)
b—nb a—né
N < = —_— ) — —
Pla<X=b) (D< n9(1—0)> (D( n9(1—9))

e Correccao de Continuidade : paran > 20,

p <x<bh P b+%—n9 P a—E—nG
(a=X=b)= /mea-6] ~ \/nea-6)

Caso particular (c = a =b):

PX=c)=P(c—1<X<c+]) —d)(ﬁi—_w)—d)(%—_rlg)
I 2= 77 2/ T \Jne(1-0) Jn6(1-6)
¢ Regras praticas orientadoras do cdlculo de probabilidades que envolvem a distribuicao

binomial :

— Sempre que possivel, deve utilizar-se directamente a distribuicdo binomial, o que
permite o calculo exacto das probabilidades recorrendo a meios computacionais.

— Quando necessario (sempre para n > 20), o calculo aproximado das probabilidades
deve atender aos seguintes casos:
— Se 08 < 0,1, deve utilizar-se a aproximagdo da binomial pela Poisson;
- Se 8 = 0,9, deve usar-se a Poisson considerando o acontecimento complementar
- Se0,1 <68 <0,9, deve recorrer-se a formula da correccdo da continuidade

> Nota importante : A medida que 8 se afasta de 0,5, s30 necessarias amostras com
dimensdo cada vez maior, uma vez que a distribuicdo binomial se torna mais
assimétrica.

. : Se X é uma varidvel com distribui¢do de Poisson, X~Po(1), entdo

lim,, o, P (XT‘; < x) = d(x)

a
x-21
W~N(O’1) quando A — +oo

e Correccdo de Continuidade : para A > 20,

<X <) b+3-2 a-2-2
Pla<X<b)~o|—2-)-o(—=

» Outra formulacdo: ...
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5.12 Valor Esperado e Momentos de Varidveis Aleatérias Continuas

: Se (X,Y) for uma
variavel aleatdria bidimensional continua, com fungdo densidade f y, e se 1 é uma fungdo
de (X,Y), a expressdo

E[p&X, 0] = [10 [17 9y fry (x,y)dxdy
define o valor esperado de Y (x,y), desde que se verifique a ja referida condigdo de
existéncia do valor esperado.
Teorema:...E(X+Y) =EX)+ E(Y)
Teorema: ... E(XY) = E(X)E(Y)
Momentos de Ordem r + s em Relacdo a Origem : Seja (X,Y) uma variavel aleatodria
bidimensional continua. O valor esperado,
Hrs = EQXTY®) = [107 [1 7 %"y  fiy (x, y)dxdy

define um momento de ordem r + s em relagdo a origem de (X, Y).
- Momentos de primeira ordem :

- r=1s=0=pu=EX) = u

- r=0s=1=uy =EY) =py
— Momentos de segunda ordem :

- r=2,5s=0= by = E(X?)

- r=1,s5=1= yuj; = E(XY)

- r=0,s=2= pu,, =EY?
Momentos de Ordem r + s em Relagdo a Média : Seja (X,Y) uma varidvel aleatdria
bidimensional continua. O valor esperado,

trs = ELX =" (¥ = ] = [ [1770c = i)™ = ) *fiy (x, y)dxdly

define um momento de ordem r + s em relagdo a média de (X,Y).
— Momentos de primeira ordem (sdo nulos) :

- r=15=0=p,=0

- r=0s=1=py; =0
- Momentos de segunda ordem :

- r=2,5=0= yy = E[(X — wW)?] = Var(X) = o

- r=1s=1=p;; =E[X —p)(Y —w)]

- 1r=0,5=2= py, = E[(Y — p)?] = Var(Y) = o
Covariancia : A covariancia das variaveis aleatérias X e Y é

Cov(X,Y) =oxy = E[(X — pux)(Y —uy)],

se este valor esperado existir.
- Cov(X,Y) =EXY)—-EX)E(Y)
- Cov(c,X)=E(cX)—cEX)=0
Coeficiente de Correlagdo : O coeficiente de correlacdo entre as variaveis aleatérias X e Y

é dado por
CO‘V(X,Y) _ O-X,Y

Jvar(X)var(y)  oxoy
Teorema : Se duas varidveis aleatdrias, X e Y, sdo independentes, entdo a respectiva
covariancia é igual a zero.
— Aindependéncia implica ndo correlagao, mas a reciproca nao é verdadeira.
: Se existem segundos momentos para as varidveis aleatérias X e Y, entdo
Var(X +Y) =Var(X) + Cov(X,Y) + Var(Y)
Em particular, se as varidveis sdo independentes,
Var(X £ Y) =Var(X) + Var(Y)

Pxy =
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Valor Esperado Condicionado : Seja a variavel aleatéria Z = Y(X,Y), fungdo das variaveis
aleatdrias continuas X e Y. O valor esperado de Z = ¥/(X,Y) condicionado por X = x, é
definido por

E(ZIX = x) = EpLNIX = x] = [17 906y frix=x () dy
se se verificar a condi¢do habitual de existéncia do valor esperado.
De modo andlogo se define

EQZ|Y =y) = EpX,NIY =yl = [72 % (x,y) fxjr=y (X)dx
~ Sep(,) =Y, EXIX=x)= [ yfyx=x0)dy
~ Sey(x,y) =X, EX|Y =y) = [ xfyy=y (x)dx

Teorema : O valor esperado de Z = ¥(X,Y), se existir, é igual ao valor esperado do seu
valor esperado condicionado por X,
E(Z) = E[E(Z|X)]
-~ SeZ=Y, E(Y)=E[E(Y|X)] = regrado valoresperado iterado (- v.e. marginal)
Variancia Condicionada : A variancia de Y condicionada por X = x é definida por
Var(Y|X = x) = E[{Y —E(Y|X = x)}?|X = x]
= 17— E(VIX = 0¥ fyx=a(0)dy
Do mesmo modo se define a variancia de X condicionada porY =y,
Var(X|Y = y) = E[{X — EX|Y = y)}*|Y = y]
= [T = EXIY = y)} fipy=y ()
- Var(Y|X=x)=EY?*X=x)—E(Y|X = x)?
- Var(X|]Y =y) = EX?|Y = y) — E(X|Y = y)?
Os resultados da sec¢do 4.11 ainda sdo validos para variaveis aleatdrias k-dimensionais
continuas (matrizes das covariancias e das correlagoes, etc).

5.13 Distribuicdo Normal Bidimensional

Distribuicdo Normal Bidimensional : Se a variadvel aleatdria bidimensional (X,Y) tem

funcdo densidade é da forma
1

fX,Y(xry|MXJ Uy, 0)%;01;»/3)(,1/) = 17—
2moxoy [1-pky

x exp {_ 2(1-1,7,2(,Y) (x;zx)z ~ 2pxy (x;ix) (y;fy) + (y;fy)z}

com (x,y) ER?, uy €R, py €ER, 0 >0, of >0 e —1 < pyy <1, dizse que tem
distribuicdo normal bidimensional.

oI fry Gey)dxdy = 1
Valor Esperado (marginal) : E(X) = ux ; E(Y) = uy
Variancia (marginal) : Var(X) = o2 ; Var(Y) = o¢
Coeficiente de Correlagdo : py y
Covariancia : Cov(X,Y) = pyyoxoy
Distribuigio Normal Bidimensional Estandardizada : Se iy = yy = 0 e 62 = 0% = 1,

-t 1 2 2
fry(y) =7 exp{ i) & T2y ty )}
Fungao Densidade Marginal :

fi@) = E=eap{- s = w?} 5 1) =

VVVYVYYVY

1 1
—exp{—E(y —uy)z}

2
2moy

2
2oy

Teorema : Se (X,Y) é uma variavel aleatdria normal bidimensional, entdo X e Y sdo
independentes se e so se X e Y forem ndo correlacionados (p = 0).
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*  Funcao Densidade de X condicionada porY =y :

2
fxy®xy) 1 1 ox
fxir=y(x,¥) == = Xexpi—=———=|x—(ux +p=0O —uy)
fY(y) ’277.'0'2 (1_p2) ZGX(l_pZ) Oy
X ox
. :E(X|Y=y)=ux+p(,—y(y—uy)

» Variancia de X condicionada por V = y: Var(X|Y = y) = a(1 — p?)

5.14 Distribuicdo Normal k-Dimensional
» Os resultados obtidos na secgdo 5.13 sdo generalizaveis.

Resumo — Elementos de Probabilidades e Estatistica 30/30 Jodo Marques



