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O p-félio é composto por 4 grupos de questdes e respetivas alineas, contém [l paginas
e termina com a palavra FIM.

Verifique o seu exemplar e, caso encontre alguma anomalia, dirija-se ao professor
vigilante nos primeiros 15 minutos da prova, pois qualquer reclamacao sobre de-
feito(s) de formatacao e/ou de impressao que dificultem a leitura ndo serd aceite
depois deste periodo.

As questoes do grupo I (escolha multipla) deverdo ser respondidas no enunciado.
As questoes dos grupos I, ITI e IV deverao ser respondidas no Caderno de Prova.
Todos os cabecalhos e espacos reservados a identificagdo, deverao ser preenchidos
com letra legivel. Utilize unicamente tinta azul ou preta.

Verifique no momento da entrega da(s) folha(s) de ponto se todas as paginas estao
rubricadas pelo vigilante. Caso necessite de mais do que uma folha de ponto, devera
numera-las no canto superior direito.

Nao serao aceites folhas de ponto dobradas ou danificadas. Exclui-se, para efeitos
de classificacdo, toda e qualquer resposta apresentada em folhas de rascunho.

Nao é permitido o uso de maquina de calcular, nem de quaisquer elementos de
consulta.

Tenha em atencao que o p-félio tem a duragdo méaxima de 1 hora e 30 minutos.

CRITERIOS DE AVALIACAO E COTACQAO

Com exce¢ao das questoes do grupo I (escolha miltipla), é necessario justificar
todas as respostas e apresentar os calculos efectuados. A apresentacao de valores
numeéricos, como resposta, sem qualquer justificacdo, mesmo que corretos, terao a
cotacao zero.

Cada questao do grupo I (escolha multipla) tem a cotagdo de 1 valor. Por cada
resposta errada serdo descontados % valores. E considerada errada uma questao
com mais de uma resposta. A classificacdo global minima do grupo I é de 0 valores.
A cotacao das restantes questoes é a seguinte:

11 IT1 IV
1.5 val. | 3.5 val. | 4 val.




I. Questoes de escolha multipla.

Em cada questdo de escolha multipla apenas uma das afirmagoes a), b), c), d) é
verdadeira. Indique-a marcando x no quadrado respectivo. Caso pretenda anular
alguma resposta, escreva “Anulado” junto a essa resposta e indique, se for caso disso,

a que pretende que seja considerada.

Questao 1

Seja A € M, ,(R) uma matriz que satisfaz A% — I, = 0, onde I,, designa a matriz
identidade de ordem n. Entao:

[] a) A=1,. ] ¢
[] Db)detA=0. (] d)

Questao 2

-1

A7l = A
A= =1,.

n

Sejam F e G subespacos de R3 tais que
F={1,0,1),(1,2,1)) e G = ((0,0,1),(1,1,1), (1,2,3)).

[] ¢ dim(F+G)=4.
[] d)dimF =1.
Questao 3

Seja A € M3x3(R) uma matriz com um valor préprio A e vetor préprio associado u.
Entao:

[] a)detA=A\.

[] b)unao é vetor préprio de A3,

[] c¢)u é vetor préprio de 3A.

[ ] d)unao é vetor préprio de A + 315.

Solucoes:

Questao 1: c)
Questao 2: a)
Questao 3: c)



N° de Estudante: ................... B.1./C.C. n°

RESPONDA AOS GRUPOS SEGUINTES NO CADERNO DE PROVA

Nos grupos seguintes justifique todas as afirmagoes apresentando os raciocinios e os
célculos que efetuou para as obter.

II. Diga se é verdadeira ou falsa a afirmacgao seguinte, justificando cuidadosamente a sua

resposta através de uma demonstragao ou de um contra-exemplo, consoante o que
for apropriado.

Se 1 ¢ valor préprio de A € M, (R) entao det(A — I,,) = 0.
Solucoes:

A proposi¢ao é verdadeira, tendo-se mesmo uma equivaléncia (proposigao 6.14 pég.
374, 3* edigao).

IT1I. Para « real considere a matriz

1 1 2 -1

1 2 2 0
-1 0 2—a 2+«
-1 -3 -24+a -1

Ay =

a) Para cada « real determine a caracteristica e a nulidadd] da matriz Aq.

Solucoes:
Fazendo operacoes sucessivas sobre as linhas da matriz A, tem-se:

1 1 2 1 1 1 2 -1 11 2 -1
1 2 9 ol 2 lo 1 0 1| 6w |01 0 1
1 0 —2—a 2+4+al e |0 1 —a 1+al wee [0 0 —a  «
-1 -3 —24+a -1 0 -2 a —2 00 «Q 0
112 -1 112 -1
s+, [0 10 1] tgene, |0 1 0 1
1000 a 00a 0
00a 0 000 a

Se a = 0 a caracteristica ¢ igual a 2 e se o # 0 a caracteristica ¢ igual a 4.
Como pela proposi¢ao 4.69 (pdg. 268, 3* edigao) dimN(A,) = 4 — r(A,) temos que
dim N (Ap) =4 —2 =2 e no caso em que « # 0 a dimensdo do nicleo é zero.

b) Determine bases para N(A,) e para C(A,) (o nicleo e o espago das colunas de A,).

LA nulidade de A, é a dimensdo do seu nticleo N'(Ay).



Solucoes:
Se a = 0 o nucleo é constituido pelas solugoes do sistema

rT+y+2z—w=0
y+w=0.

A sequéncia ((—2,1,0,—1);(—2,0,1,0)) é uma base para o nucleo no caso a = 0.

Uma vez que no caso a = 0 a matriz tem caracteristica 2, o espacgo das colunas tem di-
mensao 2 e podemos escolher para base do espaco das colunas de Ag, 2 colunas linearmente
independentes, por exemplo as 2 primeiras. A sequéncia ((1,1,—1,—1);(1,2,0,—3)) é uma
base para o espago das colunas no caso a = 0.

Se a # 0 o nucleo é constituido apenas pelo vetor nulo. O espago das colunas tem
dimensao 4 e portanto coincide com R*, e quaisquer 4 vetores linearmente independentes
formam uma base. A base canénica de R* ¢ uma base do espaco das colunas.

c) Calcule o determimante de A, e determine os valores de o para os quais a matriz A,
é invertivel.

Solucoes:

A dltima matriz que obtivemos na alinea a) é triangular e tem determinante igual a
a? e portanto, como efetudmos uma troca de linhas, o determinante de A, é igual a —a?,
e concluimos que A, é invertivel para a # 0.

d) Calcule a matriz inversa de A, sempre que possivel.

Solucoes:
Para o # 0 podemos calcular a inversa de A, usando condensacao, ou seja

(linhas)

[Aal1i] — [L|AZ"].

Em alternativa como ja calculdmos o determinante de A, podemos usar o método da
adjunta

_ 1 : -1
Al = Tt A adJAQZEadJAa,

onde adj A, é a matriz transposta da matriz dos complementos algébricos. Para calcular a
matriz dos complementos algébricos temos de calcular 16 determinantes 3 x 3, obtendo-se

20 —4a o’ +a a —al'
2 2
) a‘+200 —a*+a 200 —«
adj A, = —2x a 0 —al ’
0 a —a -«

e portanto

—20% —4da o?+2a —2a 0

Ail:_—lade :—_1 a’+a  —aPft+a o« Q@
o a? C a2 a —2« 0 -«
—« —« e

24+4/a —-1-2/a 2/« 0
—1-1/a 1-1/a —-1/a —1/«a
—1/a 2/ 0 1/«

1/a 1/a 1/a 1/«



IV. Considere a transformacao linear S: R?* — R? definida por
S(l’,y,Z) = (:U,x—y—i— Z,y—Z).

a) Determine a matriz A que representa S em relacio a base candnica de R3.

Solucoes:

Calculando a imagem dos vetores da base canénica de R3 tem-se
S(1,0,0) = (1,1,0), S(0,1,0) =(0,-1,1) e S(0,0,1) = (0,1 —1),

e portanto a matriz A que representa S em relacdo a base canénica de R3 é a matriz
que tem por colunas estes vetores:

10 0
A=11 -1 1
0 1 -1

b) Calcule os valores préprios de A.

Solugoes: Os valores proprios de A sdo as solugoes da equagao
det(A — \I3) =0,

ou seja

I-Xx 0 0
det| 1 —1-2) 1 =0 <= (1-XN((-1-X?*—=1)=0,
0 I —1-

aplicando a regra de Laplace a primeira linha do determinante.

Tem-se

(1=N)((=1-X)*=1) = 1=\ (=1-A=1)(=1-A+1) = (1-N)(=2=A)(=A) = = AA-=1)(A+2),
logo os valores préprios sao {—2,0, 1}.

c) Determine os subespagos proprios de A.

Solucoes:

Os subespacos proprios de A s@o os subespagos gerados pelos vetores préprios asso-
ciados aos valores proprios {0, 1, —2}.

O espago proprio associado ao valor préprio 0 é gerado pelas solucoes de

10 0
(A-0-I3)X =0 < |1 -1 1[X =0,
0 1 -1

onde X é o vetor coluna (x,%,2)". Resolvendo o sistema obtemos z = 0,y = z, e
portanto uma base pode ser o vetor (0,1, 1).

4



O espago proprio associado ao valor préprio 1 é gerado pelas solucoes de

1-1 0 0 0O 0 O
(A-L)X =0 < 1 —-1-1 1 X=0<= |1 -2 1|X=0.
0 1 -1-1 0 1 -2

Resolvendo o sistema obtemos z — 2y + 2 = 0,y — 2z = 0, ou ainda = = 32,y = 22
e portanto uma base pode ser o vetor (3,2, 1).

O espago proprio associado ao valor proprio —2 é gerado pelas solugoes de

1+2 0 0 300
(A+2)X =0 < 1 —1+2 1 X=0< |11 1[X=0.
0 1 —1+2 011
Resolvendo o sistema obtemos z = 0,y = —z, e portanto uma base pode ser o vetor

(0,1,-1).

d) Determine se é possivel escrever A na forma A = PDP™! onde P € M3,3(R)
¢ uma matriz invertivel e D € Ms,3(R) é uma matriz diagonal. Em caso
afirmativo determine matrizes P e D nessas condicoes.

Solucoes:

Uma vez que temos uma matriz 3 x 3 com 3 valores préprios distintos a matriz
A & diagonalizdvel, ou seja A = PDP~! onde P € M;3,3(R) é a matriz cujas
colunas sao os vetores préprios obtidos anteriormente e D € Mjz,3(R) é a matriz
diagonal formada pelos valores préprios escritos na mesma ordem em P e em D.
A matriz P é invertivel pois vetores proprios associados a valores préprios distintos
sao linearmente independentes.

Assim, A = PDP~! onde

0 3 00 O
P=[12 1]l eA=]01 0
1 1 — 0 0 -2

FIM



