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-- INSTRUCOES --
O tempo de duracdo da prova de exame é de 2 horas, acrescida de 30 minutos de
tolerancia. O tempo de duracdo da prova de p-folio é de 90 minutos.

O estudante devera responder a prova na folha de ponto e preencher o cabecalho e todos
0s espacos reservados a sua identificacdo, com letra legivel.

Sempre que ndo utilize o enunciado da prova para resposta, podera ficar na posse do
mesmo.

Verifigue no momento da entrega da(s) folha(s) de ponto se todas as paginas estdo
rubricadas pelo vigilante. Caso necessite de mais do que uma folha de ponto, devera
numera-las no canto superior direito.

Em hipotese alguma serdo aceites folhas de ponto dobradas ou danificadas.

Exclui-se, para efeitos de classificacdo, toda e qualquer resposta apresentada em folhas de
rascunho.

Os telemoveis deverdo ser desligados durante toda a prova e 0s objectos pessoais deixados
em local proprio da sala de exame.

A prova é constituida por 2 péginas e termina com a palavra FIM. Verifique o seu
exemplar e, caso encontre alguma anomalia, dirija-se ao professor vigilante nos primeiros
15 minutos da mesma, pois qualquer reclamacéo sobre defeito(s) de formatacdo e/ou de
impressdo que dificultem a leitura ndo sera aceite depois deste periodo.

Utilize unicamente tinta azul ou preta.
Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.

Apresente todos os calculos que julgue necessarios para a compreensao do seu raciocinio.

Critérios de avaliacéo e cotacao:
Este exame tem a cotacdo total de 20 valores, distribuidos do seguinte modo: Grupo I: 4
valores, Grupo Il: 9 valores, Grupo I11: 7 valores.
N&o é permitida a utilizagdo de quaisquer tabelas ou formularios.

Né&o ¢é permitida a utilizagdo de maquina de calcular.




Grupo I (4 valores)

i 2X, +2
Prove que a sucessdo X, tal que X, =3e X, = —3e convergente e calcule o seu
X +
n

limite.

Sugestéo: Prove que a sucessdo X,, é uma sucessdo decrescente

Se lim X, = X entdo devera ter-se X = pois lim X.., = X umavez que X,
N—>-+o0 X+ 3 N—>+o0

é uma subsucesséo de X, ou seja X% 4+ X — 2 = 0 que tem como solucdes 1,—2

Vamos provar por indugdo que paratodoo N X, > 1

2X, +2

X, =3>1se X, >1 vamos provar que X,,, >1 ou seja que >1 queé

n
equivalente a 2X, +2 > X, + 3 ouseja X, >1

Vamos de seguida provar que a sucessdo X, € uma sucesséo decrescente
X, = — < 3 = X, falta provar que se X,,; < X, entdo X.,, < X.,; OU Seja queremos

2Xn+1 + 2 , - 2 g
provar que —=—— < X, 0 que é equivalente a 2 < (XM) + X1 0 que se verifica

X . +3

n+1

pois X.,; > 1 logo a sucessdo X,, € convergente e nILrEO X, =1

Grupo 11 (9 valores)

1. Prove que afungio f(X)= X" +4x> + 2Xx — 4 tem somente uma raiz real.

f(0)=-4<0, f(1)=3> 0 logo pelo teorema de Bolzano 3¢  |0,1] tal que
f (C) = 0sendo este zero Gnico pois se a funco tivesse mais do que um zero pelo teorema



de Rolle f' deveria anular-se, ora f'(x)=7x®+20x* + 2 > 0 nunca se anula e por
conseguinte a funcdo tem um Unico zero.

2. Calculelim (e _1)Sen( )
x>0 0s(Xx)— cos*(x)

[ (ex _1)Sen(x) =lim (ex _1)Sen(x) como limcos(x)=1e
s cos(x) cosz(x)_IHO cos(x)(1— cos(x)) Al (=1
(e* —1)en(x)

= Iimﬂ aplicando a

sen(x) =1 tem-se que lim

o x>0 c0s(x)— cos?(x) x>0 (1-cos(x))
: ex—l)x _ xe*+e* -1 . xe"+e"-1
regra de Cauchy tem-se lim———~=lim———=lim———— de
0 (1-cos(x)) 0 sen(x) x>0 X
novo devido a que lim M =1

Xx—0 X
.oxet+e*-1 . . et -1 i
lim——— —=lime”* +lim =1+lime* =2

x—0 X x—0 x=>0 X x—0

3. Prove que se 0 <a <D entdo 1—§<I0g(9]<9—1
b a a

Iog(gj log(b)—log(a) e Iog’(x):l pelo teorema de Lagrange tem-se que
X

b-a 1. 1_1 .
log(b)-log(a) = em que a<Cc<b logo —>—>B e por conseguinte
C a ¢C
a _b-a b-a b-a b
1—6 = < < = — —1 donde o resultado.

b C a a



Grupo 111 (7 valores)

Calcule

) j'ogx( Jax (x> 0)

E uma primitiva do tipo _[ f (p(x))@(X)dx com f(z)=1z% @(X) = Iog(x) Iogo
como I f (p(X))e'(X)dx = F(p(x))+kem que F(z I f(z)dze Izzdz = ? + Kk

log*(x) 4, _ 10g°(x)
X 3

tem-se que j

b ,[ cos(x)

sen?(x) — 4sen(x) + 8
. I _ : 1
E uma primitiva do tipo _[ f(p(X))@(x)dx com f(u)=———— ¢

u’—4u+8
¢(x) = sen(x)
Os zerosde U” —4U +8 s302 % 2, entiotem-se U> —4u+8=(U—-2)* +4



Logo
1

1 1 1 1 1 2 1 =

j 2 ZI 2 = 5 =—j ;—— = —arctg| ——

u“—4u+8 “(U-2)°+4 47(u-=2 2° (u-2 2 2
PN R U

I 1 senx — 2
logo a primitiva pretendida é E arctg 5 +k

FIM



