Proposta de resolucao do e-folio B (janeiro 2017)

I. Questoes de escolha multipla.

1. Tem-se u—v = (1,0,3) — (1,—-3,2) = (0,3, 1) e portanto se @ = 1 entdo w pertence

ao subespaco gerado por u e v.

Em alternativa, como u e v sao linearmente independentes considerando uma
matriz D cujas linhas (ou colunas) sao os vetores u, v e w, uma condi¢ao necessaria
e suficiente para que w pertenca ao subespago gerado por u e v é que det D = 0.

2. As alineas b) e d) sdo claramente falsas, e ¢) contradiz o Teorema das Dimensoes.

Se dim F' = 3 < dim G entao, como estamos num espago de dimensao 4 isso
significa que dim G = 4 e portanto G = R*, logo Fn G = F nR* = F.

3. O niicleo de g é constituido pelos vetores (a, b, c) tais que g(a,b,c) é o polinémio

nulo, ou seja ax® + bx? + bx = 0,z € R, ou seja z(az? + bz +b) = 0,Vz e R e
escolhendo x = —1 obtemos que a = 0 e escolhendo x = 1 obtemos que 2b = 0
e portanto o nicleo é constituido pelos vetores da forma (0,0, ¢), logo uma base

pode ser (0,0, 1).

4. Facilmente se verifica que f(z,y,z) = (zy,z) ndo é linear, e que a aplicagdo da

alinea d) também nao, pois nao estd sequer bem definida visto que o conjunto
das matrizes invertiveis nao é um subespaco.

Vejamos que p é linear. Dado A € R tem-se
p(Max® +bz+c)) = p((Aa)x® + (Ab)z +Ae) = (Aa, A\b) = A(a, b) = Ap(az®+bx+c).
De forma andloga se verifica que

p((ax® + bx +¢) + (d'z* + Vw + ) = plaz® + bx + ¢) + p(ad'x® + bz + ).

II. 1. Pelo Teorema das Dimensoes tem-se neste caso

dim(F+G) = dim F+dim G—dim(FnG) = 3+3—dim(F nG) = 6—dim(F nG).
Mas com estamos num espago de dimensao 5 temos que 5 > dim(F'+@G) e portanto
52dim(F+G)=6—-dim(FnG) = dm(FnG)=>6-5=1

Entao F' n G contem pelo menos um vetor nao nulo pois é um subespaco de
dimensao maior ou igual 1.

Em alternativa, supondo por absurdo que a interseccao era vazia obtinha-se
dim(F + G) = 6 — dim(F n G) = 6, impossivel em R5.

2. Esta aplicacao é linear pois dados 2 polinémios p e ¢, a imagem por 1" do polinémio

p + g é a soma das imagens de p e de ¢, e dado A € R a imagem do polinémio A\p
por T' é X\T'(p),

T((p+4q)(x)) = #*(p+q)(x) = 2°[p(z) + q(z)] = 2°p(x) + 2*q(x) = Tp(zx) + Tq(z)

e

T(Ap)(x) = z*(Ap)(x) = 2*(M[p(2)]) = (2°N)p(z) = Aa?p(x) = ATp(x).

e-Félio B




ITI. i) Considerando a base canénica em Moy 2(R), a matriz que representa f 4 matriz que
tem por colunas a imagem na base canoénica de cada um dos elementos da base
candnica, ou seja

(6 0)-6 o) 6o - 6026 o)
(o 0) =)= (o) =(o)=1(o o) (o).
(o) -G o) =0 o)=1(a) (o)
(G066 6226

ii) /iii) A matriz C tem a 2% e a 3* colunas iguais; as colunas 1, 2 e 4 sdo linearmente
independentes (porqué?) e portanto uma base para o espago das colunas pode
ser (1,0,0,0), (0,1,1,0),(0,0,0,1).

Como C é simétrica esta sequéncia também é uma base para o espago das linhas
de C.

iv) Pela proposicao 5.16 (pag. 307, 3* edigdo) a imagem de C' é gerada pelas imagens
dos vetores da base (canénica), ou seja pelos vetores (1,0, 0,0), (0,1,1,0),(0,0,0,1).

v) O ntcleo de C corresponde as solugbes da equagao C(z,y,z,w) = 0, ou seja em
forma matricial

2.0 0 0\ (/= 0 2% = 0

01 10 y|l |0 y+z = 0 B o B
o1 10]lz]" 1o gtz = 0 —r=0y=—zuw=0
000 2)\w 0 2w = 0

e portanto uma base do ntcleo pode ser (0,1, —1,0).

vi) Os valores préprios de C' sdo as solugoes da equagao de 42 grau det(C' — Ay) = 0,
ou seja

2—-X 0 0 -\ 1 0
=2-XN)] 1 1-X 0 | (usando Laplace, linha 1)

0 0 2—A
1—A 1
1 1—A
=(2-N2((1-=X)?*-1) (usando a® — b* = (a — b)(a + b))
=2-N1=A-1DA=2+1)=12-))>

=(2-XN)(2-2X) ‘ ‘ (usando Laplace, linha 3)

Os valores proprios sao 0 e 2.
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vii) O valor préprio 0 tem multiplicidade algébrica 1, e também multiplicidade geo-

métrica 1. O valor proprio 2 tem multiplicidade algébrica 3 e para calcular a sua
multiplicidade geométrica vamos calcular o seu espago proprio, ou seja as solugoes
de (C —2I4y)(x,y, z,w)T = 0.

2-2 0 0 0 :1: 00 0 0\ [z 0
0 1-2 1 0 y| o =1 1 o|[y] [0 -
0 1 1-2 0 217 1o 1“1 o]l T ol T YTH
0 0 0 2-2) \w 00 0 0/ \w 0

Ou seja o espago préprio do valor préprio 2 é gerado pelos vetores (z,y, z,w) €

R* da forma (z,y,y,w),Vz,y,w, que ainda podemos escrever como o conjunto
x(1,0,0,0)+y(0,1,1,0)+w(0,0,0, 1), Vz, y, w; este espaco tem dimensao 3, pois é
gerado por 3 vetores préprios lineamente independentes (1,0, 0,0), (0,1,1,0) e (0,0,0,1),
que constituem portanto uma base.

viii) Vamos usar a Proposigao 6.35 (pag. 391, 3 edigdo), que garante que a matriz C' é

diagonalizavel se e s6 se tiver n vetores proprios linearmente independentes, o que
é o caso (porqué?). Esta proposi¢ao fornece também um método para construir
a matriz que diagonaliza C', é a matriz P cujas colunas sao os vetores proprios
obtidos anteriormente e a matriz diagonal D semelhante a C' é a matriz cujos
elementos da diagonal sao os valores préprios (pela mesma ordem em P e em D).

Ou seja tem-se, por exemplo

00 0O 01 -1 0
o200 10 0 0
PCP=D= 00 2 0 , onde P = 01 1 ol
0 0 0 2 00 0 1
ou
2 0 00 1 0 0 O
o200 o1 1 0
Fy'CPy=D = 00 2 0 , onde Py = 00 0 1
00 0O 01 -1 0

IV. Por hipétese temos Au = \ju e Av = A\gv com A\; # As.

Suponhamos que existiam « e [ nao nulos tais que au + Sv é um vetor proprio de
A. Entdo existe um escalar p tal que A(au + fv) = p(au + fv), e como u e v sdo
vetores proprios tem-se também que A(au + fv) = aAu + fAv = alu + S, e
portanto igualando as duas expressoes anteriores p(au + fv) = adju + fAv, ou seja
a(A—p)u+B(A—p)v = 0. Mas u e v sdo vetores préprios associados a valores préprios
diferentes logo, pela Prop. 6.30 (pag. 387, 3% edi¢do), sdo linearmente independentes
e portanto, pela Prop. 4.23 (pag. 207, 3% edigdo), a tinica combinagdo linear nula
possivel é a que tem coeficientes nulos e portanto (recordando que « e 3 sao diferentes
de zero)

aA —pu+ A — =0 = a(Ay —p)=0e Ay —pn) =0
= A —pu=0eX—pu=0
—— )\1:,u=)\2.

O que é absurdo pois por hipétese \; # Ao.
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