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Correccao Sumaria

Grelha de correcgao das respostas de escolha multipla:
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4. Nas condig¢oes do enunciado, provemos que g : Q — Y é uma aplicagao sobrejectiva.

Com efeito, dado um y € Y, qualquer, resulta da hipétese de g o f ser sobrejectiva
que

JdJrxe X :(gof)(z)=uy.
~———
=9(f(2))

Assim, designando por n = f(x) € Q tem-se que g(n) = y. Deste mesmo fica provado
que g : Q — Y é uma aplicagao sobrejectiva.

A enumerabilidade de Y resulta agora do facto de Q ser um conjunto enumeravel e do
Exemplo 4, pag. 80, do Manual.

5. Sejam A;, Ay, A3 os conjuntos dos estudantes que estao inscritos, respectivamente, em
Matematica Finita, em Algebra Linear I e em Investigacao Operacional. De acordo
com os dados do problema, sabemos que

#A; =80,i=1,2,3, #(A;NA)=30,i#j, #(ANAyNA;) =15

5.1. Relativamente ao universo escolhido de 200 estudantes das Licenciaturas em Informaética
e em Matematica e Aplicacoes, nesta alinea pretende-se determinar

#((Al U AQ U Ag)c) - 200 - #(Al U A2 U Ag),
Pelo principio de inclusdo/exclusao tem-se que
#(ATUAYUA;) = #A +#A+ #A;5 — #(A1 N Ay) — #(A3 N A3)
—#(A1NA3) +#(A1 N Ay N Aj)
= 240 —-90 + 15 = 165.

e, assim,

#((A1 U A3 U A3)°) =200 — 165 = 35.
Ou seja, 35 estudantes nao estao inscritos em nenhuma das trés unidades curriculares.
5.2. Nesta questao pretende-se determinar
#(A1 U Ay U As) — #(A U Ay),

o que corresponde a retirar ao conjunto dos estudantes inscritos em pelo menos uma
das trés unidades curriculares os estudantes que estao inscritos em Algebra Linear I ou
em Investigacao Operacional. Novamente pelo principio de inclusao/exclusao tem-se

e, assim,




6. Case Base: n = 1. Neste caso tem-se
at—bt=a—-10
que, por hipdtese, ¢ um multiplo de ¢. Ou seja e de um modo equivalente, ¢ é um

divisor de a' — b' = a — b. Fica assim provado o caso base.

Hipétese de inducao: Dado n > 1, qualquer, suponhamos que ¢ é um divisor de
a™ — b". Isto é, a™ — b" = cm para algum m € N.

Tese de indugao: ¢ é um divisor de "™ — p™+L,

Para se provar a tese de indugdo, note-se que
a"tt =" = (a"a — b"b) = (a" — b")a + b"a — b = (a™ — b")a + b"(a — b).

Assim, atendendo a que, por hipdtese, a — b = ck para algum k£ € N, k > 1, e,
atendendo a que, pela hipotese de indugao, a™ — b™ = cm, resulta que

a™t — bt = (a" — b")a + b"(a — b) = ema + ckb™ = c(ma + kb"),
N
S

o que prova que ¢ é um divisor de @' — b"*!. Fica assim provada a tese de inducao.

Pelo método de inducao matemdtica, podemos assim concluir que, para qualquer
nimero natural n > 1, ¢ é um divisor de a™ — b".

7. Dado um conjunto de n homens e n mulheres, existem

n\ [n
k) \k
maneiras diferentes de se formarem subconjuntos com 0 < k£ < n homens e k£ mulheres:

de entre os n homens podemos escolher £ homens de (”) maneiras diferentes e, fixado

k
um tal grupo de k homens, existem (Z,) maneiras diferentes para se escolherem k
mulheres entre as n iniciais.

Para cada um destes subconjuntos com k£ homens e k mulheres, podemos agora esco-
lher um lider para os homens e um lider para as mulheres de k% maneiras diferentes:
qualquer um dos k& homens pode ser escolhido para liderar os homens, assim como
qualquer uma das k& mulheres pode ser escolhida para lider das mulheres.

. 2 : y
H4 assim um total de k2 (Z) subconjuntos com k£ homens e £ mulheres com um lider
para os homens e com um lider para as mulheres. Como 0 < k < n, temos assim

n n 2
]{?2
> ()
k=0
subconjuntos nas condigoes pedidas.

8. Suponhamos que n = 1. Neste caso tem-se

3K (Z) - G) —1=2x2" =n(n+1)2"2,
k=1

o que prova que a igualdade é verdadeira.




Suponhamos agora que n > 2. Pela férmula da extraccao tem-se

;kz(z) :n;k(;‘j) :ng(lﬁtl)(”;l) :ngk(n;)M;Z (")

onde, por uma segunda aplicagao da férmula da extraccao,

n—1 n—1 n—1 n—2

n—1 n—1 n—2 n—2
k = k =(n-—-1 =(n-—-1 .

>i(" ) -2 () e ) e g ()

k=0 k=1 k=1 k=0
Deste modo obtém-se

n n—1 n—1 n—2 n—1
oM\ n—1 n—1\ n—2 n—1

Soe(y)=nn(" )X (M) e X (M) e (7
k=1 k=0 k=0
que, pelo Binémio de Newton,

=n(n—1)2"2+n2" ' =nn—-1)2"2+2m2" 2 =n((n—1)+2)2" 2 =n(n+1)2"2




