I. Questoes de escolha multipla.

Em cada questdo de escolha miltipla apenas uma das afirmagoes a), b), c), d) é
verdadeira. Indique-a marcando x no quadrado respetivo.

1. No espaco vetorial R* considere os seguintes subconjuntos:
1. A= {(z,y,z,w) € R*: 2y + zw = 0},

z,y,z,w) € RY: 2z 4+ 3y = 42 + bw},

r,y,2,w) € R w =z},

(z,y,2,w) € R*: 22 = +/3y}.
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[[] a) Os conjuntos A,C e D sao subespagos vetoriais de R?.

[[] b) Nenhum dos conjuntos A, B,C e D é um subespaco vetorial de R*.
[[] c¢) Sé os conjuntos A e B sao subespagos vetoriais de R?.

d) S6 o conjunto A nao é um subespago vetorial de R

2. Considere as matrizes A, B e C' definidas por
1 2 ! 1 0 2
A:(o 1)’32 } eo:(120)'
Entao
1 2 0 3
T _ _
[] a)AA-(O 1) [] c)C’B—(3 3>

0 = ()

3. Para A € R considere o sistema de equagoes que tem por matriz aumentada a
seguinte matriz

S = O

b) BC =

N
RN
oo

0 1 -2| 1
10 =] 2
1 -1 1[2A\

Entao

[] a) ¥YAeR o sistema tem solugao tnica.

[[] b) VAeR o sistema nao tem solugao.

[ ] c¢) VAeR o sistema ¢ indeterminado.

d) Se A = /2 o sistema tem uma tnica solugdo.

4. Sejam A, B € M,,»,(R) matrizes invertiveis.

Entao
[] a) A+ B é invertivel. [[] ¢) A— B ¢ invertivel.
b) AB ¢ invertivel. [] d) A+ A2 é invertivel.
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Nos grupos seguintes justifique todas as suas respostas apresentando os raciocinios
e os calculos que efetuou para as obter.

11.
210000
121000
. 012100
Sead=1409121 0
000121
00001 2

i) Determine o determinante da matriz A.(Sugestio: Reduza A a uma matriz trian-
gular conveniente.)

ii) Utilizando a alinea anterior determine a 4* componente da solu¢ao da equacao
AX = Bonde B =(1,2,3,4,5,6)".
IT1. Sejam A, B e M € M,,,»(R) tais que B = M~YAM.

i) Mostre que det B = det A.
ii) Supondo agora que B é invertivel.

a) Mostre que A é invertivel.
b) Calcule det A~'B.

a 0 g1
IV. Seja | 0 « 1| | a matriz aumentada de um sistema de equagoes lineares.
a a 2|2

Discuta o sistema em funcao dos valores de «, 5 € R.

Determine em particular os valores dos parametros para os quais

i) O sistema tem solugdo tnica.

ii) O sistema nao tem solugao.
V. Diga, justificando, se os seguintes conjuntos sao subespagos vetoriais de Myyo(R):

i) O conjunto das matrizes triangulares superiores 2 x 2.

ii) O conjunto das matrizes que comutam com a matriz ().
iii) O conjunto das matrizes invertiveis 2 x 2.

iv) O conjunto das matrizes nao invertiveis 2 x 2.
v) O conjunto das matrizes nilpotentes 2 x 2.
)

vi) O conjunto das matrizes (7 J) tais que y + z = 0.

FIM
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I. Questoes de escolha multipla.

1. Facilmente se verifica que B, C e D sdo subespacos de R*.

O tnico conjunto que nao é um subespacgo é o conjunto A pois nao é fechado para
a soma.

Vejamos um contra exemplo: sejam w; = (1,0,0,4),uy = (0,2,3,0). Entao
uy € ug pertencem a A, mas u; + us = (1,2,3,4) ja ndo pertence a A.

0 1/)\2 1 21

o (0 Mo () 2).
3. Facilmente se verifica que a matriz aumentada dada tem as mesmas solugoes que a
1 0 =\ 2

matriz |0 1 =2 1 |, e portanto a opgao correta era d).
0 0 A=1]2x—-1

1 2 0
2. Facilmente se verifica que AAT = (1 2) (1 O> = (5 2), BC =12 2 2],
1 2 0

4. Usando o facto de uma matriz ser invertivel se e s6 se o seu determinante for
diferente de zero, a opgao correta era b), tendo-se det AB = det Adet B # 0 pois
A e B sao matrizes invertiveis, e portanto det A # 0 e det B # 0.

Contra exemplos simples:

o Para a) basta tomar A = I,,, B = —1I, e portanto A + B = 0,,.
o Para c) basta tomar A = B = [, e portanto A — B = 0,.

« Para d) basta tomar A = —1I,, e portanto A + A% = 0,.

II. Fazendo operacoes sucessivas sobre linhas que nao alteram o valor do determinante,

obtemos
210000 2 1 0 0 0 0
121000], . |0 32 1 0 0 0
A_ |01 210062 [0 0 43 1 0 0
100121 0|wwsmes |0 0 0 54 1 0]
l5— 4
00012 1fp=ys 0o 0 0 0 6/ 1
00001 2 00 0 0 0 7/6
3 4 B3 6 7
eportantodet A =2-=- .= .- . Z.-=7
P 33 43 6

Usando a regra de Cramer a 4* componente da solucao da equagao AX = B onde
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B =(1,2,3,4,5,6)" é dada por

210100 21 0 1 00

121200 03 1 3 00

oo detAdy 110123 00_1/0 0 4 2 00

YT TqetA 7001410700 0 5210

0005 21 00 0 0 01

0006 12 00 0 6 12

2 1 0 1 00 21 0 1 0 0

0 32 1 32 00 0 3 1 32 0 0

10 0 4 2 00 10 0 4% 2 0 0

- 710 0 0 52 1.0 7|0 0 0 3% 1 0

00 0 6 12 00 0 0 -7k 2

00 0 0 01 00 0 0 0 1
LR SN S SR
7232 3 2

|
)

onde efetudmos uma troca entre as 2 tltimas linhas da matriz com o correspondente
sinal —.

Nota: Um erro bastante frequente consiste em tentar resolver a equagdo AX = B
substituindo a matriz A pela matriz triangular obtida na 1? alinea. Tal procedimento s6
faz sentido se se efetuar na matriz coluna B as mesmas operacoes que foram efetuadas
anteriormente na matriz A.

ITI. Tem-se

det B = det(M 'AM) = det(M ') -det A-det M = (det M)~'-det A -det M = det A.

Se B ¢é invertivel entao det B # 0 e como det A = det B, também se tem det A # 0,
logo A é invertivel, e portanto det A B = det(A™!) - det B = (det A) ! - det A = 1.

Nota: Um erro bastante frequente consiste em tentar utilizar A~! antes de ter provado
que a matriz A é invertivel.

IV. Para quaisquer «a, 5 € R tem-se

a 0 81 a 0 B |1 a 0 B 1
00 a 1812 [0 a 1 [8]l22(0 o 1 B
a a 2|2 0 a 2-8]|1 00 1-8[1-23

O determinante da matriz é a?(1 — 3) e portanto se a?(1 — 3) # 0 a matriz é invertivel
e a solugdo ¢ Unica, resumindo se o # 0 e [ # 1 o sistema tem solucao e é tnica.

a 0 1]1
Sel—pf=0,ousejaf =1,tem-se [ 0 a 1]|1], e portanto seja qual for o valor
0 0 00

de « o sistema ¢ indeterminado, mais precisamente com grau de indeterminacao 2 se
a = 0, e grau de indeterminacao 1 se a # 0.

O tnico caso que falta é 1 — 3 #0e a = 0.
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00 g1
Neste caso o sistema é impossivel pois obtemos a matriz {0 0 1 |3 |, ou de modo
00 1]1
0 0 pB 1
equivalente [0 0 1 £ ], e como [ # 1, a caracteristica da matriz aumentada é
00 0|1-p

superior a caracteristica da matriz do sistema.

Resumindo:

B=laeR [B#1,a=0|8#1a#0
Sistema Sistema Solugao
Indeterminado Unica

Impossivel

V. Nota: Recordo que se a resposta ¢ “sim” é necessario provar as 4 propriedades que um
subespago deve verificar, e que se a resposta é “nao” entao devem arranjar um contra
exemplo, quanto mais simples melhor, para uma das 4 propriedades.

Recordo também que com as defini¢es do manual adoptado (pagina 4 da 3? edigdo),
a matriz nula é triangular, triangular superior, triangular inferior e também é uma
matriz diagonal.

Em qualquer das 6 alineas, o conjunto dado era trivialmente um subconjunto do espago
vectorial considerado.

i)

ii)

iii)

v

~—

vi)

Sim; a matriz nula é triangular superior, o produto de um escalar por uma matriz
triangular superior ainda é uma matriz triangular superior, e a soma de 2 matrizes
triangulares superiores é uma matriz triangular superior.

Sim; pois a matriz nula comuta com qualquer matriz, e se C for a matriz do
enunciado, e A e B sao matrizes que comutam com a matriz C, entdo também
AA comuta com a matriz C; também se tem (A+ B)C = AC+BC = CA+CB =
C(A + B), e portanto a soma de 2 matrizes que comutam com a matriz C' é uma
matriz que ainda comuta com a matriz C'.

Nao; pois a matriz nula nao ¢é invertivel.

Nao; pois a soma de 2 matrizes nao invertiveis pode ser invertivel, nao basta

afirma-lo é necessario arranjar um contra exemplo.

Por exemplo (54) +(67) = (67)-

Mais simplesmente podemos dizer que multiplicando uma matriz invertivel por
A = 0 obtemos a matriz nula que nao é invertivel.

Nao; pois a soma de 2 matrizes nilpotentes pode nao ser nilpotente, nao basta
afirma-lo é necessario arranjar um contra exemplo.

Por exemplo A = (§4), A>=0,B=(1§), B>=0,(A+B)*=(14)" = (}
15, e portanto A + B nao pode ser nilpotente.

1) -

Sim; pois a matriz nula satisfaz trivialmente a condigao y + z = 0, o produto de
um escalar A por uma matriz que satisfaz a condicao y + z = 0 ainda satisfaz
a mesma condi¢ao pois Ay + Az = Ay + 2) = A x 0 = 0. Analogamente dadas
2 matrizes A e A’ que satisfacam a condicao y + 2z = 0 e v + 2/ = 0, entao
y+y)+(z+2)=(@W+2)+ % +2)=0+0=0, e portanto a matriz A + A’
ainda satisfaz a mesma condicao.

FIM
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