Célculo para Informatica (21157)
12 Actividade Formativa

1 Provequese lima, =aentio lima,,, =a

N—>-+00 N—+w

O resultado ¢ intuitivamente claro poisse lim &, =a tem-se que se N ~ +oo entdo &, ~ @ orase
N—+00

- ?
N~+oo entdo N+1~+wologo a,,, ae lima,,, =a Def
N—+00
1),.
De modo mais formal( )llm Yy, =Y sse Ve >03n, € N tal que se N >N, entdo

N—+o0

\yn B y\ < gfazendo Y, =a,,, edadoum & > Oqueremos ver que 3N, € N tal que se N >N,
entdo |y, —a| < & ora lim a, =a logo 3N, € N tal que se N >N, entdo |a, —a| < & e como se

N—-+00

N =n, entdfo N +12=n, tem-se que \yn - a\ < & donde o resultado.

. a .
2 Provequese @, >0e lim "t =k <lentdo lima, =0

n—+o q N—>-+o0
n

Sugestéo: comece por provar que &,, é decrescente a partir de dada ordem e use o teorema da sucessao
mondtona

. a 1 a )
Sendo lim =™ =k <1 tem-se qu(e )Elno nzny, = nl <1 logo a partir de dada ordem a
N—+o0 an n

sucessdo é decrescente, por outro lado € limitada inferiormente pois todos 0s seus termos sdo positivos
logo como toda a sucessdo decrescente e limitada inferiormente é convergente tem-se que a sucessdo a,

(TSM)
é convergente, sendo o seu limite zero poisse lim a, =a # 0 entdo lim N+l —1
Nn—+o0 Nn—-+oo an
3 Se 0<a<1 calcule lim na"
N—>+00
. (n+1)a™ (n+1)a _
Vamos usar o resultado anterior 1im — = lim——=a<l1 pois
N—+o0 na N—-+oo n
. (n+1 i 1
lim (—) = lim (1+—) =1
n—+o0 n N—>-+00 n
4 Prove que N = O!an ) quando N — 4o emque ke N e a >1
Def?
(1) 2° texto complementar p. 103 Definicion 2
(TSM) teorema da sucessao monoétona REF? 1

JUST:1/n = 0; JUST:lim(a n+b n)=lima n+limb n
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(TSM) teorema da sucessão monótona REF?
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JUST: 1/n → 0; JUST: lim (a_n + b_n) = lim a_n + lim b_n


n _(n+1)a" 1

Queremos ver que |im —- =0 vamos usar de novo o ex 2 lim ~———— = — <1 pois
n—+o g N (n) an+1
k k
. (n+1 . (n+1
lim % =lim|—=| =1
N—-+o00 (n) N—+o0 n

5 Prove que a" = O(b”) quando N - 4o seb>a >0

n n

__a _a" . (aY a
Queremos ver que lim — =0ora lim —=lim| —| =0 umavezque 0 < — <1 (verex?2
n—+w n—+o " N—>+00 b

manual pag 42) neste problema também se pode usar 0 ex 2

Nota: Pode utilizar estes resultados nas provas de avaliagio. Quais resultados? => "resultados mais usados

n*

6 Calcule lim -
>0 2%4" 4 n® 4

Dado &, = 0(b,, ) quando N — +oo tem-se que dado € # 0 entdo &, = 0(c b, ) pois se

. a . a 1..
lim — =0entio lim — == lim

= 0e como quando N —> 4o N° = 0(2*4”)

N—+o0 bn N—>+o C bn C >+ Ch
oisn® =0l4") e n=0(2*4") poisn = 0l4" ) tem-se que quando N —> +o
p p que ¢
AF1 Ex. 4 AF1dEX 4
2*4" +n®+n~2*4" poroutro lado e 100 = o{n™" ) pois
5n
Def?
: n . 1 100 1
lim ———- = lim ———— = =0 e lim —;=——=0 logo tem-se que quando
n—>+o 5" n n—>+o 5™ 0 + 00 n—+ + o0
n— ~n¥e por conseguinte
10
n— + +100
5n+1 . nlO 10 AN
lim = lim =Qumavezque N" = 0(2 4 )

noto 2%¥4" 4 nd4n oo 2% 4

1 1
7 Calcule lim b
n—)+00\/_ /n_l_l ¢n+n

Sugestdo: Use a proposicao sobre sucessdes enquadradas
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=> ! oraparak =0,---n  Jn<Jn+k <J/n+n

1 n+1 n+1 n+1
n

n n
< <)y —= vamos analisar os limites 1Im
/2N é n+k é n \/_ N—>+o0 \/_ n—>+oo,/
+1

(ver proposicao 5 pag 41 do manual) \/_ \/_ = \/_ N logo lim T > [im \/_ = 400 por
n

N—>-oo N—>+c0

outro Iado

Jn n+l Jn
— 2 = logo lim ——= > lim —= = +o0 ou seja pelo teorema das
2n A/ 2n \/_ N—+o0 N—+o0 \/_ —_—

JUST: lim sqgrt(n) — <, n —
= 400

sucessdes enquadradas tem-se 1im

1
e dn AN+l nen

REF? Inclui caso de comparagao com limites infinitos?

8 Prove que a funcdo f (X) =X +4x—4 tem pelo menos uma raiz.

A funcdo f é continua por outro lado tem-se f (0) =—4<0e f (1) =1> 0 logo pelo teorema de

Bolzano 3¢ € [0,1] tal que f(c)=0
REF?

9 seja f:[0,1] > R uma fungéo continua tal que (0)=1e f(1)=0. Prove que 3k € [0,1] tal
que f(k)=k.

Consideremos a fungéo g(x) = f (X) — X € uma fungéo continua e tem-se que § (0) =1, g(l) =—
logo pelo teorema de Bolzano 3k € [0,1] tal que g(k)=0isto¢ f(k)=k

. AA+X=2
10 Calcule lIm————

x—0 X

NA+X-=-2 . 4+x-4 ) 1

i 1
lim =lim =lim == JUST:lim (x — a) 1/x — 1/a

x—0 X X—> (\/7 ) x—0 (m 4 2) 4 JUST: sqrt(x) é continua

11 Calcule lim X( X2 +1— X)

X—>+00
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JUST: lim sqrt(n) → ∞, n → ∞
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JUST: lim (x → a) 1/x → 1/a
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2 2
mnxGm2+1—x}:mnXX +1_X):Iim X :%

X—>+00 X—>+00 2 ) X—>+00
X“+1+x x[ 1+12+1j
X

. sen(x)
12 Calcule lim

x—0 \/;
lim sen(x) = lim \/;SEI’](X) = lim &M — \/6*1: 0 REF for lim (x—0) sen(x)/x = 1 ?
x—0 \/; x—0 X x—0 X

2 2

. X a
13 Calcule lim—; (a=0)

x>a X2 + 2ax + a’

2 2
lim_ X —a :ﬂ"nw—aXx+aL:mn&—a):£L:O

x>a X% 4+ 2ax +a’ x—a (X + a)2 X—a (X + a) 2a
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