Exame 1 — Resolucao

A distribuicao da cotacao total (20 valores) pelos oito grupos de questoes é a seguinte:

~ Grupo | 1 2|3 4]5]6[7] 8 |
Cotacao Exame | 1,5 |25 (35 (2 (3352 | 2
Cotacao P-folio | — |25 | — |2 3| — |2]2,5
Qd :Qs
1. Dado o modelo de mercado { Q; =7 — 2P,
Qs =-2+4P
calcule P* e Q* e represente o problema graficamente.
1.
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Figura 1: As rectas correspondentes a oferta (QQ, = —2+4P) e a procura (Q; = 7—2P);
o ponto de equilibrio corresponde a interseccéo das duas rectas (P*, Q*) = (3/2,4)

Para calcular os pontos de equilibrio usamos as equacées que definem a procura (), e
a oferta (), para obter os possiveis valores de P*.
Assim temos

Qi=Qs = T7—2P = —-2+4P
= T7+2=2P+4P

— 9=06P
9 3 1
6 2 2’

e portanto obtemos P* = 1 %, e substituindo em qualquer das equacoes temos Q* =
7—2P* (ou Q* = —2 + 4P*) ou seja Q* = 4.



Qd — Qs
2. Dado o modelo de mercado { Q; =2 — 3P2,
Qs =2P-3

calcule P* e Q* e represente o problema graficamente.
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Figura 2: A recta correspondente a oferta (), = 2P — 3) e a parabola correspondente
a procura ( Q; = 2 — 3P?); o ponto de equilibrio corresponde a interseccdo da recta e
da parabola com P* positivo (P*,Q*) = (1,—1)

Como no caso anterior para calcular os pontos de equilibrio usamos as equagoes que
definem a procura (), e a oferta (), para obter os possiveis valores de P*.
Assim temos

Qi=Q, = 2P —-3=2-3P?
— 3P?4+2P -5=0

5)
— (BP+5)(P—1)=0=—=P=—ZouP =1

E portanto neste caso temos 2 valores possiveis para P*. Mas como por definicdo P*
representa um preco, s6 os valores positivos de P* é que fazem sentido logo a unica
solucao possivel é P* = 1, a que corresponde Q* = 2P* — 3 = —1. O facto de obtermos
um valor de Q* < 0 mostra que este modelo ndo é muito realista!

3. Dadas as matrizes

1 23 3
A= 45 6 | ,B=1] 0 ,C:(120)eD:(§;(1)),
78 9 2

a. indique justificadamente todos os produtos de duas matrizes que estéo defini-
dos;

b. calcule todos os possiveis produtos. (se ndo resolveu a alinea anterior calcule
BCe(CB.)




3.

a.

Dada uma matriz com m linhas e n colunas, ou seja uma matriz m x n (1é-se “m por
n”), é possivel multiplica-la a esquerda por uma matriz com m colunas e a direita por
uma matriz com n linhas. Neste caso A é uma matriz 3 x 3, ou seja com 3 linhas e
3 colunas, B é uma matriz 3 x 1, ou seja com 3 linhas e 1 coluna, C' é uma matriz
1 x 3, ou seja com 1 linha e 3 colunas, e D é uma matriz 2 x 3, ou seja com 2 linhas e
3 colunas, portanto os tinicos produtos possiveis sdo AB, BC, CA,CB, DAe DB.

b. Calculando os 6 possiveis produtos obtem-se:

2 3 3 3+6 9
AB = 5 6 Ol=112+12 ) =124,
8 9 2 21 +18 39

1
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3
BC=|0](1 2 0)=
2
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8
(34 47 60
—\20 28 36)°

Dada a matriz L = , calcule o determinante de L.
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4.

Reparando que a 22 e a 42 linhas sao iguais era possivel concluir que o determinante
era igual a 0, argumentando que as linhas eram linearmente dependentes. Caso
contrario a maneira mais eficaz é utilizar a 22 linha pois tem um tnico elemento nao
nulo, obtendo-se

12 4
I| = —det|5 6 8 =—|° 8'+2'5 8‘—4’5 6'
1] 9 4 ’2 4 1 4 12

— —(24 — 16) + 2(20 — 8) — 4(10 — 6)

— —8+24—16

— 0.
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5. Dada a funcéo F': R?> — R diferenciavel, seja u = F' ( ) Mostre que 332% +
ou
2__=0.
Tt 0z

zy = T2
P2
dy

5‘

Neste exercicio nao sabemos como é que a funcédo F' esta definida, mas no entanto
vamos ver que as derivadas parciais de u verificam a relacédo pedida.

Sejam A e B as variaveis (mudas) associadas a funcao F', ou seja

u:F(A,B):F(y_x,Z_x).
xy xz

Entao pela regra da cadeia temos

ou_oraa  oron
or O0Adx OB oz’
ou_oroa  orop
oy 0Ady OBy
ou_0roa  orop
0z 0A Dz OB Oz’

- 1 1 — 1 1
Tl _lep=2_"7 = — — —, e portanto obtemos:
z

Neste caso A = 4

8A_8(1 1)_8( 1)_1
dy Oy \zr y dy \ vy y?’
0A 0 (1 1Y_,
9z 0z \z vy)
OB 0 (1 1\ 0 (1) 1
or Ox\z 2/ Ox\x) a2
0B _ 0 (1_1\_,
oy oy\z z)
OB 9 (1 1\ 0 [ 1\ 1
9z Oz \z z/) 0z 2] 22



E portanto

du_OF0A OFOB _ 1 (OF OF
dr 0AO0x 0BOxr  x2\0A 0B)’
Ou_OF9A  OFOB _ 1 (0F
dy 0AOJy OBy y2\0A)’
du_OF0A OFOB 1 (0F
0z 0A0z O0BJz 22\0B)°
E juntando estes termos todos obtemos

xz@—i— 2@_’_ pOu  a? (8F+3F)+y_z(8_F>+22 (8F):O'

or Yoy T . 22\oAa "oB) Ty \aa) " 2 \0B
~ 3 . TYZz
6. Dada a funcdo g: R® — R definida por ¢(z,y,2) = ——,
rT+y+z

a. determine o dominio de g;

b. calcule as derivadas parciais de g em ordem a z, y e z;
2

c. calcule
TOZ

6.

a.

O dominio da func¢éo g corresponde aos pontos de R? tais que o denominador néo se
anula,

Dy={(z,y,2) ER*: v+ y+2#0} =R\ {(z,y,—z —y): 7,y € R}.

b.
Por definicao para calcularmos a derivada parcial de ¢ em ordem a = consideramos as
outras variaveis fixas, neste caso y e z, e derivamos em ordem a x, ou seja:

_@_ﬁ( TYZz )_yz(x—l—y—l—z)—xyz_ yz(y + 2)
o= or T r\zty+z (@ +y+2)? @ +y+2)?

e analogamente para a derivada parcial de ¢ em ordem a y: consideramos as variaveis
x e z fixas e derivamos em ordem a y:

_@_2( Yz )_xz(x+y+z)—xyz_ xz(x + 2)
W=y "oy \etry+z) T @ry+e?  @ty+e?

Para a derivada parcial de ¢ em ordem a z: consideramos as variaveis x e y fixas e
derivamos em ordem a z:

_@_3( Y2 )_my(x+y+z)—:cyz_ xy(x +y)
o, T e \zry e (x4+y+2)? (z+y+2)?




Por definicao

02g _2 @ 0 xy(x +y) _y(:vy+2xz+yz+y2)
drdz  Ox \ 0z (x+y+2)?2) (x+y+2)3 '

o

Embora as derivadas parciais de primeira ordem tenham sido estudadas, o mesmo
nao se passa com as de segunda ordem. Assim sendo a cotacdo desta alinea foi absor-
vida pelas restantes.

7. Determine os valores estacionarios da fungéo f(x) = 2*—422, e verifique se sdo maximos
ou minimos relativos, ou pontos de inflexao.

7.
Como f(z) = z* — 422, temos f'(z) = 423 — 8z = 4x(2? — 2).
Os pontos estacionarios séo as solucoes da equacéo f'(x) = 0 e portanto

fl#)=0 < 42(2>-2) «= z=00us’=2 <= z=00ouz=+V2.

Para sabermos mais alguma coisa sobre estes pontos temos de saber o sinal da se-
gunda derivada:

f(x) =122 =8 =4(32> —2) = f"(0) = -8 < 0e f"(£V2) =4(3-2—2) =16 > 0,

e portanto concluimos que o ponto 0 corresponde a um méaximo local, onde f(0) = 0,
e 0s pontos £1/2 correspondem a pontos de minimo locais, onde f(4+/2) = —4. Neste
caso pode mostrar-se que os pontos ++/2 correspondem a pontos de minimo absoluto,
ou seja f(x) > f(+v2) = —4 para todo o = € R.

8.  Determine os trés primeiros termos da série de MacLaurin da funcdo f: R\{—-1} - R
definida por f(x) =

z+1
(A série de MacLaurin corresponde a série de Taylor em torno do ponto x = 0.)

8.
Para calcularmos os trés primeiros termos da série de MacLaurin precisamos de cal-
cular o valor da funcéo e das duas primeiras derivadas em zy = 0. Tem-se

f($):x+1 f(0) =1,
f’(x):méf’(o):o,

" _ ez(m2+1) " _
f ($)——(x+1)3 = ["(0) = 1.

e portanto utilizando a férmula de Taylor obtemos os trés primeiros termos 1+0+2%/2,

por

ou seja numa vizinhanca da origem podemos aproximar a fungéo f(z) =

J}2

1+ —.
+2

x+1



