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Correccao Sumaria

Grelha de correccao das respostas de escolha multipla:

1.]2. 3.
c)|d)|d)

4. Por definicao de aplicacao injectiva, pretende-se prova a implicagao
fl@)=fly) = ==y

Supondo entdo que se tem f(x) = f(y), resulta que g(f(z)) = ¢(f(y)), onde, por
definicao de aplicagao composta,

g(f(z))=(go f)(x), g(f(y) = (g0 f)y).

Deste modo, resulta da injectividade de g o f,

(go f)(x) =g(f(@) =g(f(y) =(go ly) = z=1y.

5.1. Uma vez que o 5 tem de aparecer, hé 4 possibilidades para posicionar este digito:
ou como algarismo das unidades, ou como algarismo das dezenas, ou como alga-
rismo das centenas, ou como algarismo dos milhares.

Suponhamos que o 5 se posiciona como o algarismo dos milhares. Nesta situagao,
como o algarismo 5 nao pode aparecer outra vez, o algarismo das centenas tera
de ser escolhido de entre os algarismos do conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9} \ {5},
num total de 8 possibilidades. Fixado este algarismo, o algarismo das dezenas
terd de ser um digito diferente dos ja escolhidos para algarismos dos milhares e
das centenas. FExistem assim 7 possibilidades para a escolha do algarismo das
dezenas. Finalmente e por um raciocinio semelhante, restam 6 possibilidades
para a escolha do algarismo das unidades. Ou seja, fixado o 5 como algarismo
dos milhares, existem 8 x 7 x 6 = 336 possibilidades para a escolha dos restantes
algarismos.

Um raciocinio analogo aplica-se no caso do 5 ser escolhido como algarismo das

centenas, das dezenas, ou das unidades. Tendo presente todas estas possibilidades,
existe assim um total de

4Xx8XTx6=1344

nimeros de 4 digitos ndo repetidos pertencentes ao conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
que contém o algarismo 5.




5.2.

6.1.

Nesta alinea nao existem limitacoes ao numero de vezes que o digito 5 pode
aparecer. Tanto pode aparecer uma vez, como duas, trés, ou até mesmo quatro
vezes. Uma maneira de resolver esta questao serd calcular, primeiro, o niimero
total de nimeros de quatro digitos pertencentes ao conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
(cujo valor é 91 = 6561) e, depois, subtrair o nimero total de nimeros de quatro
digitos pertencentes ao conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9} \ {56} (cujo valor é igual a
81 = 4096). Obtém-se assim um total de

6561 — 4096 = 2465

nimeros diferentes de quatro digitos pertencentes ao conjunto {1, 2, 3,4,5,6,7,8,9}
que contém o algarismo 5.

Case Base: n = 0. Neste caso tem-se para todo o z,y € R (ou todo o z,y € C),

(z+y)’=1= (8) 2%y,

0 que prova o caso base.
Hipdétese de inducao: Dado n € N, qualquer, suponhamos que

(z+y)" = kz: (Z) kT

para quaisquer nimeros reais (ou complexos) x, y.
Tese de indugao: Para quaisquer nimeros reais (ou complexos ) x, ¥,

n+1
1
(r+y)" =) (n Z )l‘ky"“"“

k=0
Para se provar a tese de inducao note-se que
(z+y)" = (@ +y)(z+y)"
em que pela hipdtese de inducao,

(z+y)" = z”: (Z) T

k=0

Deste modo,

(z+y)" = (w+y)(z+y)"

= (z+v) i (Z) o T




Atendendo a que pela lei de Pascal,

(kﬁl) i <Z) - (nzl)
o) =1=(") ()=

resulta que (|1]) é igual a

n n+1
n+1\ n+1\ . nA+1\ o1y nA+1\ gk
< 0 >y +(n+1>$ 2 ) =2y )

k=1 k=0

e que

o que completa a prova da tese de inducao.

Pelo método de indugao matematica, podemos assim concluir que, dados dois
quaisquer nimeros reais (ou complexos) x,y, tem-se para qualquer n € N,

(z+y)" = z": (Z) Py,

k=0

6.2. De acordo com o Binémio de Newton,

=3 ()= () () () () o ()

Por outro lado, e pelo mesmo resultado,

ozg(Z)<—1>’f= (- () () - () e (D),

Isto é,

pelo que

7. Comece-se por observar que

() - () (3 @

em que, pela lei da simetria e pela convolucao de Vandermonde,

S =SS 6x) - ()

Deste modo, a igualdade pode escrever-se, equivalentemente, como

)=+ 2 () @




Mas, novamente pela lei da simetria tem-se que

k) 2n—k) "’
k=n-+1 k=n-+1
onde, pela mudanca de variavel 2n — k = m,
2n — m m
k=n+1 m=0 0

Ou seja, (3) é equivalente a

()22 (1) - ()

o que conduz a igualdade pretendida.




