Apontamentos de &lgebra Linear

1 - Matrizes

1.1 - Defini¢coes

Seja A € Mpmxn (K) A é uma matriz linha se m=1, A é uma matriz coluna se n=1, A é uma matriz
quadrada se m=n, e neste caso diz-se que A é uma matriz de ordem n.

1.2 - Operagcées com matrizes

1.2.1 - Soma

Sejam A, B € M, x,, (K). Chamamos matriz soma da matriz A com a matriz B, e denotamos A+B, a
matriz de My, xr, (K) cuja entrada (4, j) é A; ; + B; j, isto é

(A+B)zj:A’Lj+Bz,ja Z:L y T, jzla , T

A adicdo em M,,, x,, (K) tem propriedades idénticas as da adigdo em K:

1.
2.
3.

Va.BeM,, .k A+ B = B+ A (comutatividade da adigdo em M, ., (K)).
Vagcem,, .k (A+ B)+c=A+ (B + C)(associatividade da adi¢do em M, ., (K)).

EllzE MoK VA€M nk A+ Z=A=7Z+ A (existéncia do elemento neutro da adigdo em
M. (K)).

VA€Mmunk Ienr,, .k ATV =2Z=V+A sendo Z o elemento neutro para a adi¢io em
M., xn (K) (existéncia de oposto, para a adi¢do, de qualquer A € M, «,, (K).

1.2.2 - Produto de um escalar

Sejam a € K e A € My, «,, (K). Chamamos matriz produto do escalar o pela matriz A, e denotamos por
aA a matriz de M, x,, (K) cujo elemento (i, j) é a4, isto é,

(OéA)ij:OéAi’j, 2:1, ,mjzl,--- ,n

Sejam A, B € M« (K) e o, 5 € K. Tem-se:

1.

a(A+ B)=aA+aB

2. (a+B)A=ad+pA
3. (aB)A = a(BA)

4.
5
6

1A=A

. (o)A =a(—-A) = —(aA) e, em particular, (—1)A = —A.

SeaA =0,,xpentdoa = 0 ou A = 0, -

1.2.3 - Produto de matrizes

Sejam A € M, (K) e B € M,,x, (K). Chamamos matriz produto da matriz A pela matriz B, e
representamos por AB, & matriz de M, x,, (K) tal que
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<AB>Z] :AijBlj -I-"'-I-Aman = ZAszk:] comi=1,--- mj=1,---,p
k=1

A multiplicacdo de matrizes goza das propriedades seguintes:
1. (AB)C = A(BC) (associatividade da multiplicagdo)
2. A(B+C)= AB + AC (distributividade a esquerda da multiplica¢do em relagdo a adigdo)
(B + C)A = BA + CA (distributividade a direita da multiplicagdo em relagdo a adigdo).
3. a(AB) = (aA)B = A(aB) Para qualquer @ € K
4, Al, =A=1,A
Algumas das propriedades da multiplicacdo em K ndo sdo verificadas pela multiplicacdo de matrizes:
1. Em M« (K), com n > 2, a multiplicagdo de matrizes ndo é comutativa;
2. Existem matrizes A e B tais que AB=0, com A # 0 e B # 0;
3. Existem matrizes A, B, C tais que:
A#0eAB = AC,com B # C,
BA=CAeA+#0,comB #C

A multiplica¢do de matrizes ndo é comutativa, contudo podem existir matrizes A, B € M, ,, (K) tais que
AB = BA. Neste caso dizemos que A e B sdo comutaveis ou que A e B comutam. E o que sucede se
considerarmos A € M, «,, (K) arbitraria e tomarmos, por exemplo B = (,,x,, ou B = I, ou B = A.

Sejam A € M,,x, (K) e k € Np.Chamamos poténcia de expoente k de A, e representamos por A*, a
matriz de M, (K) tal que :
A — { I, ,sek=0

AF1A se k€ N

1.3 - Matrizes Invertiveis

Seja A € Myxn (K), Diz-se que A é invertivel, ou que A tem inversa, se existir uma matriz
B € M, xn (K) tal que AB=I,, = BA. A esta matriz chama-se inversa e representa-se por A —1.

1 .
Ver 3.5 — Célculo da inversa a partir da adjunta A~ = A adjAeadjA = AT
e

1.4 - Transposicdo e conjugacdo de matrizes

Seja A € Myxn (K), Chamamos transposta de A e representa-se por A”, 3 matriz Mypscn (K) tal que
(AT)ij = Ajii=1,nj=1,m
Propriedades da transposicao:

a) (A7) =4
b) (A+B)" = AT + BT
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0 (ad)" =adT

d) (AB)" = BTAT

e) (AF)" = (AT)k VkeN

A7) = (47!

f) Se A é invertivel entio AT é invertivel e (

Uma matriz A &€ Mp(K) diz-se ortogonal se ATA=1,=AAT e hemiortogonal se
ATA=—1,=AAT

Diz-se que uma matriz A é simétrica seA”7 — A e que é hemisimétrica se AT = — A.

So6 podem ser simétricas ou hemisimétricas as matrizes quadradas.

Seja A € M,;,x, (C). Chamamos conjugada M,,, (C) de A, e representa-se por A, a matriz de
M, «n (C) que se obtém de A substituindo cada elemento de A pelo seu conjugado, isto é,

(4) =4, i=1--m j=1,-,n

Propriedades das matrizes conjugadas:

&
|

=A
b) A+B=A+B

=N

— — =1 —
f) Se m=n e A é uma matriz invertivel entdo A é invertivel (A) = A1
—T —
g (4) =47
— T
Seja A € M., x, (C). Chamamos transconjugada de A, e representamos por A*,  matriz (A) .

Dizemos que uma matriz A € M;,x, (C) é hermitica se A* =A, ou equivalente, se
Aij=Aj, i,j=1,---,n e que ¢ semi-hermitica se A*— _4 ou equivalente, se
AZj:_A]27 273217"'771-

1.5 - Transformacées e matrizes elementares

Transformacao elementar sobre as linhas de A é uma transformacao de um dos seguintes tipos:
1. Troca de posi¢do, na matriz A, da linha i com a linha j, com i # j. Representa-se 1; — [;.
2. Multiplicagdo de uma linha de A por @ € K\ {0}. Representa-se por o/;.

3. Substituicdo da linha i de A pela sua soma com a linha j de A multiplicada por # € K com j # i.
Representa-se por 1; + 51,

Chamamos matriz elementar de M,,, (K), sobre linhas, de tipo I, II ou III, a toda a matriz que se obtém
de I,, efectuando uma unica transformagao elementar sobre as linhas, de tipo I, II ou III, respectivamente.
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Pode-se efectuar qualquer transformacdo elementar sobre as linhas de uma matriz A € M, x, (K)
premultiplicando A pela matriz que resulta de I,,, efectuando sobre as suas linhas a mesma transformacdo
que pretendemos operar em A.

1.6 - Formas de escada e caracteristica de uma matriz

Chama-se pivo de uma linha ndo nula de uma matriz ao elemento ndo nulo mais a esquerda dessa linha.
Uma linha nula ndo tem pivo.

Pivds de uma matriz sdo todos os pivos das suas linhas ndo nulas.

Seja A € M, x,, (K). A estd em forma de escada(f.e.) se A=0,,,5,, ou se os pivds da matriz A estdo nas
linhas 1,- - - , s, nas posi¢oes (1,k1), -+, (s, Ks),com1< ky < --- < kg < n.

Para reduzir uma matriz A € M,,«,, (K) a forma de escada:
1. Se A=0,,,«,, ou a é uma matriz linha entdo A esta na forma de escada e o processo termina;

2. Por troca de linhas (transformagao elementar de tipo I), se necessario, obtenha-se uma matriz B cuja
linha 1 tem, entre todas as linhas ndo nulas de A, um pivé com indice de coluna minimo.

3. Para cada linha i de B com i=2, ..., m substitua-se a linha i pela sua soma com o produto de —Bi:/5,,
pela linha 1 (transformacao tipo III).

4. Despreze-se a linha 1 da matriz obtida anteriormente e repete-se o processo.

Diz-se que uma matriz estd em forma de escada reduzida (f.e.r.) se simultaneamente a matriz esta em
forma de escada e se os seus pivls, quando existem, sdo iguais a 1 e todos os restantes elementos das
colunas dos pivos sao nulos.

Processo de reducao de uma matriz ndo nula e em forma de escada a forma de escada reduzida:

1. Seja A, o pivd com maior indice de linha. Para garantir que o pivo da linha s passa a 1, multiplica-
se a linha s por 1 2., (transformacdo elementar do tipo II). Seja B a matriz resultante. Se s=1 a
matriz esta em forma de escada reduzida e o processo termina.

2. Para cada linha i de B, com i=1,--- ,s — 1, substitua-se a linha i pela sua soma com o produto de
-B;i pela linha s (transformacoes elementares do tipo III). (Corresponde a anular os elementos da
coluna do pivo By, com indice de linha inferior ao pivo).

Obtém-se uma nova matriz C que continua em forma de escada e em que as entradas da coluna k sao
todas nulas a excepcao do pivo C,, que é igual a 1.

3. “Desprezam-se” as linhas de C de indice superior ou igual a s e aplica-se o processo a matriz
resultante.

Seja A € M, (K).A tinica matriz equivalente por linhas a A e em forma de escada reduzida chama-se
forma de escada reduzida de A ou forma de Hermite de A.

Seja A € M., «»(K). Ao nimero de linhas ndo nulas de qualquer matriz equivalente por linhas a A e em
forma de escada chama-se caracteristica de A e denota-se por r(A) (do inglés rank).

As transformagdes elementares sobre linhas ndo alteram a caracteristica. Isto é se A € M, (K)
A(“nha S)B entdo r(A)=r(B), ou seja matrizes equivalentes por linhas tém a mesma caracteristica.

As matrizesA, B € men(K) sdo equivalentes por linhas se, e sé se, tiverem a mesma forma de escada
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reduzida.

1.7 - Caracteristicas das matrizes invertiveis

Seja A € M,,«»(K). Sdo equivalentes as afirmagdes:
1. A éinvertivel;
2. 1(A)=n;
3. I,, é a forma de escada reduzida de A;

4. A éigual a um produto de matrizes elementares.

5. det A # 0 (ponto 3.3)

Ao efectuar transformacdes elementares sobre linhas de modo a obter I,, a partir de A (o que corresponde a
transformar A na sua forma de escada reduzida), se a Partir de I,,, efectuarmos a mesma sequéncia de
transformacOes elementares sobre linhas (isto é, as mesmas transformacdes e pela mesma ordem) a matriz
resultante é A — 1.

Sejam A, B € M,,«,(K). A matriz AB ¢é invertivel se, e s6 se A e B sdo ambas invertiveis. Se AB=I,,
entdo A e B sdo invertiveise A—1 — Be BA=I,

2 - Sistema de Equacées lineares

Uma equacgao linear nas incégnitas X1, - - , Tp, sobre K, é uma equagdo do tipo a;x1 + -+ - + ap,x, = b,
comag,- - ,a,,b€K.aj, - ,a, sdo os coeficientes da equacdo e b o termo independente da equacao.
Se b=0 entdo a equacgao diz-se homogénea.

Diz-se que (51, -, Gn) € K" é uma solugdo da equagdo ou que satizfaz a equacio se substituindo x; por
B, i=1,-++ ,n, se obtém uma proposi¢do verdadeira, isto é (51, - ,0,) é solugdo da equagdo se é
verdadeira a proposi¢do a1 31 + - -+ + a, 8, = b.

Sistema de equacoes homogéneo ¢ o sitema em que todas as equagoes sao homogéneas.

Num sistema de equagdes lineares (S) AX=B, com A € M,,«,(K), (51, ,6,) € K" é uma solugdo de
b1
A .

(S) se, e so se,

: =B
B
Sejam (S) e (S') sistemas de equacoes lineares sobre K Dizemos que (S) e (S') sdao equivalentes se tém o

mesmo conjunto de solugoes.

Seja AX=B um sistema de equacOes lineares. Se [A|B] e [A'|B'] sdo equivalentes por linhas, isto é se

! D/
[A’B](lmhas)’ [A'B] entdo os sistemas AX=B e A'X=B' sdo equivalentes.

Seja AX=B um sistema de equagdes lineares possivel e indeterminado, com A € M, (K). Ao nimero de
incognitas livres, isto é, a n-r(A), chama-se grau de indeterminagao do sistema.
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( r(A) <r([A|B])
Sistema impossivel
( r(A) =r([A|B]) =n
AX=B Sistema Possivel Determinado

r(4) = r([A|B]) r(4) =r([A|B]) <n

Sistema Possivel Indeterminado
| Com Grau de indeterminacao n-r(A)

\

Dizemos que um sistema de equacgdes lineares AX=B é um sistema de Cramer se A é quadrada e invertivel.

3 - Determinantes

3.1 - Definicao

Seja A € M« (K), chamamos determinante de A, e representa-se por det A ou || Al| ao elemento de K
definido da seguinte forma:

1. Sen=1entdodetA = Ayq;

2. Sen>1 entdo detA = ZAlk(—l)deetA(l | k).
k=1

Uma matriz A € M, «,,(K) é invertivel se e s6 se o determinante de A for ndo nulo.

Seja A € M,,»,,(K), com n> 2. Dados i,j € {1,2,---,n} representamos por A(i | j).a matriz que se
obtém de A suprimindo a linha i e a coluna j de A.

Seja A € M,,»,,(K). Chama-se determinante de A e representa-se por det A ou |A|, ao elemento de K
definido, por recorréncia da seguinte forma:

* Sen=1entdo det A=A;;

. Se  mo1  engio  det A=Ay (—1)'detA(L| 1)+ -+ Aip(—1)HdetA( | n) -
S Ag(= 1) Rdet A(L | k).

O determinante de uma matriz de ordem 2 é igual a diferenca entre o produto dos elementos da diagonal
principal e o produto dos elementos da diagonal secundaria.

O determinante de uma matriz de ordem 3 é uma diferenca de 6 parcelas em que o aditivo tem 3 parcelas e o
subtractivo tem outras 3 parcelas. O determinante desta matriz pode ser calculado pela regra de Sarrus que
diz que as parcelas do aditivo sdo dadas pelo produto dos elementos da diagonal principal e pelos produtos
dos elementos abrangidos pelos triangulos com base paralela a diagonal principal. As parcelas do
subtractivo obtém-se da mesma forma com base na diagonal secundaria.

Seja A € M« (K) com n> 2. Designa-se por complemento algébrico e representa-se por 4, o escalar
Aij = (—1)"JdetA(i | j) em que A(i | j) é a matriz que se obtém de A suprimindo a linha i e acoluna j.
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Teorema de Laplace. Seja A € M,,«,,(K)com n> 2. O determinante de A é igual a soma dos produtos que
se obtém multiplicando os elementos de uma qualquer linha de A pelos complementos algébricos das
respectivas posigoes, isto €é:

det A=Ay Ay + - + A A,
3.2 - Propriedades dos determinantes
Se A € M, «(K) tem uma linha nula entdo det A=0.
Seja A € M, x»(K), comn> 2. Se A tem alinha i igual a linha j, com 7 # j, entdo det A=0.

Seja A € M, (K). Tem-se que detA = detAT, ou seja que uma matriz e a sua transposta tém o mesmo
determinante.

Seja A € My, (K). Tem-se det A = detA.

Se A € M,,x,(K) é uma matriz triangular (superior ou inferior) entdo o determinante de A é igual ao
produto dos elementos da diagonal principal de A.

Seja A € M,,«,(K). Se os elementos da linha i da A sdo da forma A;x; = By + Cip comk=1,---,n,
entdo

A “e A, Ay o A Ay o Aig
det B+ Cy '. " '. Bin +Cin | _ det Biy B Bip, © det Cin '. '. ‘. Cin

3.3 - Transformacées elementares e determinantes
Sejam A € M,,«»(K) e «, 8 € K. Tem-se:

* Sei#je A—— BentdodetB=-detA;

li<—>lj

* a#0eA— Bentdodet B=adetA;

Oéli

* Sei#je A—— Bentdodet B=detA.

K J

Numa linguagem informar diz-se que num determinante um escalar pode ser posto em evidéncia s6 por
estar a multiplicar por uma linha (ou coluna). Ou seja, como:

12 3 2 4 6
A=15 9 15| —=[24]| 3 9 15 | = BentdodetB = 2.detA.
50 5 50 5

Sejam A € M,,x,,(K) e a € K. Entdo det(aA) = a"detA
Seja A € M, (K). Se A ———— B, entdo det A=0 se , e s6 se, det B=0.

(linhas

Processo para calcular o determinante de uma matriz A € M,, ., (K):

Pedro Bastos das Neves 2013-14 7121



Apontamentos de &lgebra Linear

* Efectuam-se as transformacdes lineares sobre as linhas de A de forma a transformar a matriz A numa
matriz A' em forma de escada.

* Considerando as correspondentes alteracoes no determinante resultantes de cada uma dessas
transformacoes elementares, obtenha-se a relacdo entre o det A e det A'.

* Como det A' é igual ao produto dos elementos da sua diagonal principal e é conhecida a relagado
entre det A e det A', obtém-se entdo o valor de det A.

Seja A € M, «»(K). Tem-se que A é invertivel se, e s6 se, det A # 0.

3.4 - Determinante do produto de matrizes
Sejam A, B € M,,»,,(K). Tem-se det(AB) = det A - detB.

Seja A € M,,«,,(K) uma matriz invertivel, ou equivalentemente uma matriz tal que detA # 0. Tem-se

-1 _
detA™" = Tt

3.5 — Calculo da inversa a partir da adjunta
Seja A € Man(K), com n > 2. Chamamos matriz dos complementos algébricos de A, e representa-se

por A, a matriz que se obtém de A substituindo cada elemento pelo complemento algébrico da respectiva
posicao.

Chamamos adjunta de A, e representa-se por adj A, a transposta da matriz dos complementos algébricos de
A, istoéadjA = AT,

Seja A € M, (K), comn > 2.Sei # j,comi,j € {1,---,n}, entdo
Aillejl + AiQAjZ +- AinAnl =0

Seja A € M, «»(K), comn > 2. Tem-se:

[det A 0 0
LoAAda=| O A ey,
; o0
0 - 0 detA
1
2. SeAéinvertivel entio A~ = djA
Se e 1nvertivel entao detAa j

3.6 — Regra de Cramer
(Regra de Cramer) Seja AX=B um sistema de equagdes lineares, com A € M,, ., (K) invertivel. Para cada

je{l,--- ,n}, seja A(j) a matriz que se obtém de A substituindo a coluna j pela coluna de B. A tnica
lucio do si . , 1 det A detAp)
solugéo do sistema anterior € o n-uplo | ——7=, ", —7;74

S6 tem interesse aplicar este método de resolucdao em sistemas com valores pequenos de n, sendo preferivel
utilizar o método de resolucao do capitulo 2.

3.7 - Outra definicdo de determinante
Seja n € N. chamamos permutacdo de 1,--- n a qualquer aplicagdo bijectivade 1,--- ,nem1,--- ,ne
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representamos por S, o conjunto de todas as permutagdes de 1, - - - , n. Existem n! permutacdes de 1, - - - , n.

Numa permutagdo o, uma inversdo é um par (o(i),0(j)) tal que @ < j e o(i) > o(j). Representamos
nimero de inversdes de o por (o).

Dada uma permutacdo ode 1, - - - , n um procedimento simples para calcular o nimero de inversoes de o é o
seguinte:

* Para cada elemento de o(k) da permutagdo, efectue-se a contagem do nimero de elementos & sua
direita e inferiores a o (k). Representa-se tal nimero por sg.

« Tem-se(0) =81+ -+ Sp.

Diz-se que uma permuta¢do o é par (respectivamente impar) se 77(c) é um nimero par (respectivamente
impar).

Seja A € M« (K):

1. Considerem-se todos os produtos do tipo A;j, ---A; ;. sendo (i1,---,in) € (j1, - ,Jn)
permutacdes de 1, - - - , n, isto é todos os produtos possiveis de n elementos da matriz de forma a que
em cada produto figurem um, e um sd, elemento de cada linha e um, e um s6, elemento de cada
coluna de A.

2. Afecte-se, cada um dos produtos obtidos em 1, do sinal “+” se as permutagdes (i1,--- ,i,)e
(41, ,jn) ttm a mesma paridade e do sinal “-” no caso contrério.

Designamos por determinante de A, e representa-se por det A ou | A |, a soma dos escalares obtidos em 2.

Assim Z (_1)n(0)Aa(1)1 o 'Aa(n)n-

O teorema de Laplace diz-nos que o determinante de A é igual a soma dos produtos que se obtém
multiplicando os elementos de qualquer linha de A pelos complementos algébricos das respectivas posicoes.

O mesmo é valido para as colunas

det A:Azlzz\1++AZnZ;
4 - Espacos vectoriais

4.1 - Definicdo e propriedades
Seja E um conjunto ndo vazio e K = R ou K = C. Consideremos definidas duas operagdes:

* Uma a que designamos por adi¢ao em E e representamos por +. que € uma operagao binaria, isto €,
associa a cada par (u,v) de elementos de E um, e um s0, elemento de E que representamos por u+v.

* Uma operacao, que designamos por multiplicacao externa e representamos por ., que a cada par
(oz, u), coma € K, eu € E, associa um, e um s6, elemento de E que denotamos por a.

Dizemos que E, com estas operagdes, é um espaco vectorial sobre K ou que (£, +, -) é um espago vectorial
sobre K se:

1. A adicdo interna & tem as seguintes propriedades:
(A1) Yy wer u® v =v @ u, comutativa
(A2) Yywwere (U v) Bw=1ud® (v w), associativa
(A3) Joper Yuer u® 0 = u = 0p @ u, elemento neutro
(As)

Ay) Vuer 3w €E Eudu' =0 = ' @ u, elemento simétrico
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2. A multiplicacdo externa x tem as seguintes propriedades:
(M) Vaek Yuwer a® (u+v) = a®@u® a ® v, distributiva ® em @
(M2) Yo gex Yuer (a+ ) ®u=a®u® & u, distributiva & em ®
(M3) Va,8ek Yuer (a-f) @ u=a® (3 ® u)associativa mista
(My) ¥

Seja (F, +,-) um espago vectorial sobre K. Aos elementos de E chamamos vectores. Se K = C dizemos
que E é um espaco vectorial complexo e se K = R dizemos que é um espaco vectorial real.

wer dlg 1 ® u = u Elemento neutro

Seja E um conjunto ndo vazio e + uma operacdo binaria em E com as propriedades (A+) a (A4). Tem-se:
1. O elemento neutro da adicdo é unico (Habitualmente representado por Og.).

2. Para cada v € E, o oposto de u, para a adi¢do, é tinico (O oposto, para a adicdo, de u € E é
representado por —u.

Se u,v,w € E sdo tais que u + v = u + w entdo v = w. (Lei do corte, a esquerda).

4. Seu,v,w € E sdo tais que v + u = w + u entdo v = w. (Lei do corte, a direita).

Seja E um espaco vectorial sobre K e sejam o € K e u € E. Tem-se:

1. a0 =0g
2. OKU = OE
3. (—a)u=a(—u)=—(u) e em particular, (—1)u = —u

4. Se au=0gentioa = 0g ouu=0g

4.2 - Subespacos vectoriais

Seja E um espaco vectorial sobre K. Dizemos que um subconjunto de F de E é um subespaco vectorial de
E, ou simplesmente que é um subespaco de E,se F é também um espaco vectorial sobre K com as
operacdes nele naturalmente definidas por ser subconjunto de E (a que se chamam operacoes induzidas
pelas operacoes de E no conjunto F).

(Critério de subespaco vectorial) Seja E um espaco vectorial sobre K. Tem-se, F é um subespaco de E se,
e so se, satisfaz cada uma das condicOes seguintes:

1. FCFE
2. 0peF
3. Vyver u+velkl
4. Voek Vycr au € F
ou equivalente, se satisfaz as condi¢des que resultam das anteriores substituindo 2 por F' # .
Se E é um espaco vectorial sobre Kentdo E e O sdo subespacos de E, e designam-se por subespacos
triviais de E, sendo iguais se, e s6 se, £ = {0g}.
Se F e G sdo subespacos de um espaco vectorial E entdo F' N G é, ainda, um subespaco de E.

Sejam F e G subespagos de um espaco vectorial E. Tem-se , F' U G é um subespaco de E se, e s6 se, F' C GG
ouG C F.

Sejam F e G subespacos de um espaco vectorial E. Chamamos soma do subespaco F com o subespaco G, e
representamos por F+G, a F 4+ G = {u—l—v rueFAve G}. Dizemos que E é a soma de F e G, e
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escrevemos I/ = F' + G, se todo o elemento de E se pode escrever como soma de um elemento de F com
um elemento de G.

A soma de dois subespacos de um espago vectorial E é ainda um subespaco de E.

Sejam F e G subespacos de um espaco vectorial E. Dizemos que E é a soma directa de F e G, e
escrevemos, £ = F @ G, se para cada w € E existe um tnico par (u,v), com v € F' e v € G tal que
w=u-+.

Nestas condi¢des dizemos que G (respectivamente F) é um subespaco suplementar de F (respectivamente,
G)emE.

Dizemos ainda que o vector u é a projeccao de w sobre F, segundo G, e que o vector v é a projeccdo de w
sobre G, segundo F.

Sejam F e G subespacos de um espaco vectorial E. Sdo equivalentes as afirmagoes:
1. FNG={0g}.

2. Quaisquer que sejam u, v’ € Fev,v' € G,seu+v=1u'+v" entdou=u"ev ="1".

Seja E um espaco vectorial e sejam F e G subespacos de E. Sdo equivalentes as afirmagoes:
1. E=FadG
2. E=F+GeFNG={0g}

4.3 - Combinacao linear de vectores e subespaco gerado

Seja E um espago vectorial sobre K e sejam u1, - - - , u, elementos de E. Dizemos que v € F é combinagdo
linear dos vectores 11, - - - , Uy, Se existirem escalares a1, - - - , @, € K tais que:

V=qUu + -+ oy,

Aos escalares o, - - - , o, chamamos os coeficientes da combinacdo linear e a (al, e ,ozr) a sequéncia dos
coeficientes da combinacao linear.

OBSERVACAO: Concluir que um vector v de um espaco vectorial E é combinacdo linear de vectores
Ui, -+ ,u, de E é um problema que, frequentemente, se reduz a verificar que um sistema de equacoes
lineares é possivel. Se o sistema é determinado, tal equivale a a firmar que v é combinacdo linear de
u1,- -+ , U, sendo, neste caso, unicos os coeficientes da combinacao linear.

Seja E um espaco vectorial e u1, - - - , u, elementos de E. O conjunto de todas as combinacGes lineares dos
vectores Ui, - - , Uy, iStO €
{oquy + -+ + s ag, - o € K}

é um subespaco de E.

Sejam uq, - -+ ,u,, com 7 € N, elementos de um espaco vectorial E. chamamos subespaco (de E) gerado
pela sequéncia (u1, - - - , u,) ou pelos vectores u1, - - - , U, a0 conjunto de todas as combinagdes lineares dos
vectores U1, - - - , U,. Tal subespaco é frequentemente denotado por

<U1,"‘ 7ur> :{a1u1—|—~--+arur:0z1,--~ y Qe ek
Se F' = (uq,- - ,u,) dizemos, ainda, que uy, - - - ,u, geram F, que u1, - - - , u, sdo geradores de F ou que a
sequéncia (uy, - , u, )é geradora de F.
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Dizemos que um espaco vectorial é finitamente gerado se existiremr € Ne uq,--- ,u, € F tais que:
E = <U1,"' 7u7“>
Seja E um espaco vectorial e sejam w1, -+ , U, e vy, -+ , Vg vectores de E. Tem-se:
1. (up, - ,up) C(vy, -+ ,vs) se, e s6 se, para qualquer i € {1,--- ,r}, u; é combinagéo linear dos
vectores vy, - -+, Us.
2. {ug, - ,up) = (v, -+ ,vs) se, e s6 se, para qualquer 7 € {1,--- ,7}, u; é combinagdo linear dos
vectores vy, - - - , U e para qualquer j € {1,--- s}, v; € combinagdo linear dos vectores uy, - - , Uy.
Se uq,- - ,u, sdo vectores de um espago vectorial E e se existe 7 € {1,---,7} tal que u; é combinagdo
linear restantes r — 1 vectores entdo
<u1a Ty U1y Ugy Uy 17 7ur> = <U1, Ty Ug—1, i1, 7ur>
Seja S = (u1,---,u,) uma sequéncia de vectores de um espago vectorial E sobre K e seja
S" = (uf},--+ ,ul) uma sequéncia que se obtenha de S efectuando um ntimero finito de transformagdes dos

seguintes tipos:

I. Troca das posi¢des, na sequéncia, dos vectores u; e uj, com 4 7# j.

II. Multiplicagdo do vector u;, i € {1,--- ,r}, pora € K\ {0}

I1I. Substituigdo do vector u;, i € {1,--- 7}, poru; + Buj, j € {1,--- ,r},comj #ieB €K
Tem-se

<u17... ,ur>:<u’1’... ,u;>

4.4 - Dependéncia e independéncia linear

Seja E um espago vectorial e sejam u1, -+ ,u, € F,comr € N,
« Para r = 1, dizemos que a sequéncia (u1) ou que o vector u; é linearmente dependente quando
Uy = 0 E
e Para r > 2, dizemos que (uj,---,u,) é uma sequéncia linearmente dependente, ou que 0s
vectores uj,---,U, sdo linearmente dependentes, quando pelo menos um dos vectores é
combinacao linear dos restantes vectores
A uma sequéncia (ug, - -, u,) que ndo é linearmente dependente chamamos linearmente independente, e
dizemos que os vectores 1, - - - , U, sdo linearmente independentes.

Esta definicdo, no caso particular de r=2, permite afirmar que uma sequéncia com dois vectores é
linearmente dependente se, e s6 se, uma dos vectores é um multiplo escalar do outro vector, isto é, se é
igual ao produto de um escalar pelo outro vector.

Critério de independéncia linear — Seja E um espaco vectorial sobre K e sejam u1, - - - , u,. vectores de E.
Os vectores 11, -+ , U, sdo linearmente independentes se, e s se, a tinica forma de escrever 0z como
combinacdo linear de uy,-- - ,u, é tomando todos os coeficientes da combinacdo linear iguais a zero. E o
mesmo que afirmar que os vectores ui,:-: ,u, sdo linearmente dependentes se, e s6 se, existem
aq, -+ ,a, € K ndo todos nulos (isto é que pelo menos um seja ndo nulo) tais que auy + - - + a,.u, = Op.

Seja E um espago vectorial e sejam uq,--- ,u, vectores de E. Os vectores uj,- - ,u, sdo linearmente
independentes se, e sO se, para todo o vector que seja combinacdo linear de wuq,--- ,u, sdo Unicos 0s
coeficientes da combinagao linear.
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Seja S = (uy,- - ,u,) uma sequéncia de vectores de um espago vectorial E e seja S’ = (u}, - ,u.)uma
sequéncia que se obtenha de S efectuando um nimero finito de transformacoes dos tipos I, II ou III do
capitulo 4.3 . Tem-se, S é linearmente dependente (respectivamente independente) se, e s6 se, S' é
linearmente dependente (respectivamente, independente).

4.5 - Base e dimensao

Seja E um espago vectorial e (u1,- - ,u,) uma sequéncia de vectores de E. Dizemos que (u,- - ,u,) é
uma base de E se é uma sequéncia geradora de E e é linearmente independente. Convencionamos que se
FE = {0g} entdo a sequéncia vazia é base de E.

Num espaco vectorial E finitamente gerado qualquer sequéncia geradora de E tem um niimero de vectores
superior ou igual ao nimero de vectores de qualquer sequéncia linearmente independente.

O que implica que se um espaco vectorial E admite uma base com n elementos, entdo todas as bases de E
tém n elementos.

Seja E um espaco vectorial que admite uma base com n elementos, com 7 € N. dizemos entdo que E tem
dimensao n e escrevemos dim F = n.

Seja E um espaco vectorial de dimensao n. Tem-se:
1. Qualquer sequéncia de vectores de E com um ntimero de vectores inferiores a n nao é geradora de E;

2. Qualquer sequéncia de vectores de E com um nimero de vectores superior a n nao é linearmente
independente

Seja E um espaco vectorial finitamente gerado. Sdo equivalentes as seguintes afirmacoes:
1. dim E=n

2. Existe uma sequéncia geradora, com n vectores de E, e qualquer sequéncia geradora de vectores de
E tem, no minimo, n elementos.

3. Existe uma sequéncia linearmente independente, com n vectores de E, e qualquer sequéncia
linearmente independente de vectores de E tem, no maximo, n elementos.

Seja E um espago vectorial e sejam u1, - - - , U, vectores de E. Tem-se (u1, - - - , u,) é uma base de E se, e s6
se, todo o vector de E é combinagdo linear dos vectores ui,--- ,u, e sdao unicos os coeficientes da
combinacao linear.

Sejam E um espago vectorial sobre K e B = (uy, -+ ,u,) uma base de E. Para cada v € F, aos escalares
a1, , 0, €K tnicos, tais que v = ayuq + - - - + a, U, chamamos as coordenadas de v na base B e a
(aq,- -+ ,ay)asequéncia das coordenadas de v na base B

Designamos por base canénica de K”, e representamos por b.c.K", a base (e1,---,e,) sendo
€;,t = 1,--- ,n on-uplo com todas as componentes nulas excepto a i-ésima componente que € igual a 1.

Se S = (v, ,vs) é uma sequéncia geradora de um espago vectorial E entdo existe uma subsequéncia de

S que é uma base de E.

Seja E um espaco vectorial e sejam u1, - - - , u, vectores de E linearmente independentes. Se v € E é tal que
nao é combinacdo linear dos vectores ui,---,u, entdo ui,---,U,,¥ Sdo linearmente independentes,
<U1,' o 7ur> g <ula T 7UT7U>-
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Teorema do completamento — Se S = (ul,- - , u,) é uma sequéncia linearmente independente de vectores
de um espaco vectorial E de dimensdao n entdo existe uma base E de tem S como subsequéncia. Tal
corresponde afirmar que existem vectores Wi, -+ ,wWn —7r de E, com n—7r > 0 tais que

(ul,"' y Up, W1, ** , Wp_p € uma base de E.

Seja E um espaco vectorial de dimensao finita. Se F é um subespaco de E entdo existe um subespaco G de E
tal que £ = F' @ G isto é, todo o subespaco de um espago vectorial de dimensdo finita tem um suplementar.

Seja E um espaco vectorial de dimensado n. Tem-se:
1. Qualquer sequéncia geradora de E com n vectores é uma base de E.

2. Qualquer sequéncia linearmente independente de n vectores de E é uma base de E.

Seja E um espaco vectorial de dimensao finita. Tem-se:
1. Se F é um subespaco de E entdo dimF' < dimFE
2. Se F é um subespaco de E e dim F = dim E entdo F=E

4.6 - Teorema das dimensoes

Seja E um espaco vectorial (ndo necessariamente de dimensao finita) e sejam F e G subespacos de E tais
que F' = (uy, -+ ,u,) e G = (vy,- -, v5). Tem-se:

1. F‘|‘G:<U1,"',U7~,U1,"',U3>.

2. Se (uy,---,u,) e (v, - ,vs) sdo sequéncias linearmente independentes entio a sequéncia
(w1, ,Up,v1,- - ,vs)é linearmente independente se, e s6 se, F NG = {0g}.

Teorema das dimensoes — Se E é um espaco vectorial (ndo necessariamente de dimensao finita) e F e G sdo
subespacos de E de dimensdo finita entio F+G e F NG tm dimensdo finita e
dim(F + G) = dimF + dimG — dim(F N G)

Se F e G sdo subespacos de dimensao finita de um espago vectorial E sdo equivalentes as afirmacdes:
1. FNG={0g}
2. dim(FNG)=0
3. dim(F + G)=dimF + dimG

4.7 - Matrizes e espacos vectoriais
As linhas ndo nulas de uma matriz em forma de escada sdo linearmente independentes.

As matrizes sdo muito uteis para resolver os principais problemas deste capitulo, nomeadamente
determinar:

1. Se uma sequéncia de vectores € linearmente independente
U1
A sequéncia (ug,- - , up) é linearmente independente se, e sé se, =p
Up

2. Se um vector pertence ao subespaco gerado por uma dada sequéncia de vectores
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U1
U1
VE (U, ,up)se, esdser =r
u U
P
v

3. Uma base de um espaco a partir de uma sequéncia geradora
ui

. /
Se F'=(uq,---,up)e| ~ | —— | | (f.e) com ui,--- ,u} ndo nulos, entdo a sequéncia
Up linhas 0

(u},--- ,u.)é uma base de F.

4. Uma base de um espaco a partir de uma sequéncia linearmente independente, sendo conhecida a
dimensao do espaco.

Seja (u1,- - ,up) uma sequéncia linearmente independente de vectores de um subespago F de K"
w1 , (251
wy
com dim F=s e seja (w1, -+ ,ws) uma base de F. Se | = [ ——— | : |=W'(fe.)e
Ws | (linhas) ) Up
/
wS
ul
Fr— . |=U'(f.e.) entdo consideram-se as s — p linhas de W', wj1,- -+ ,w}s_p, com pivds
(linhas) o
P
em indices de coluna distintos dos da matriz U'. Nestas condiches a sequéncia
Uy, Uy, Wiy, ,Wis—p) € uma base de F e, portanto, o mesmo sucede a
/ !/
(’Uq, e 7up7w@'1a e 7wis—p)-

5. Se duas sequéncias de vectores geram o mesmo espaco vectorial.

Uy
Sejam (ug,--- ,up) e (v1, -+ ,v,) sequéncias de vectores de K. Se s U'(fer.)e
Up | (linhas)
U1
——— V"' (f.er.) entdo (uq,- -+ ,up) = (v1,--- , ) se, e sO se, sdo iguais as linhas ndo

Vg | (linhas)
nulas das matrizes U" e V".

4.8 — Mais sobre a caracteristica de uma matriz

Seja A € M, (K). Designamos por espago das linhas de A, e representamos por L(A), o subespago
vectorial de K" gerado pelas m linhas de A.

O subespaco vectorial de K™ gerado pelas n linhas de A é designado por espaco das colunas de A e é
representado por C(A).

As dimensdes dos subespacos £(A) e C(A) chamamos, respectivamente, caracteristica de linha de A e
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caracteristica de coluna de A.

Sejam A, B € M, «,(K) matrizes equivalentes por linhas. Por cada i € {1,--- ,n}, seja A; a coluna i de A
e seja B; a coluna i de B. Se existem k,ji,---,js € {l,---,n} e ay, - ,a; €K tais que
Ak = OélAji + -+ OésAjs entao Bk = Oélle + -+ OéSBjS.

Seja A € My,wn(K). Se A ﬁ B entdo as colunas ji,---,Jj; de A sdo linearmente dependentes
mhnas
(respectivamente independentes) se, e s6 se, 0 mesmo sucede as colunas ji,- - , j; de B.

Seja A € M, (K). Tem-se:

1.

3.

As transformacoes elementares sobre linhas (respectivamente colunas) ndo alteram a caracteristica
de coluna (respectivemente de linha ) de A

A caracteristica de linha e a caracteristica de coluna de A sdo iguais e coincidem com a caracteristica

de A, isto é dim L(A) = dim C(A) = r(A).

As matrizes A e AT tém a mesma caracteristica.

Seja A € M., «,(K).Sdo equivalentes as afirmagdes:

1.

A caracteristica de A é o numero de linhas ndo nulas de qualquer matriz equivalente por linhas a A e
em forma de escada.

2. A caracteristica de A é a dimensdo do espaco das linhas de A

3. A caracteristica de A é a dimensao do espago das colunas de A
4.
5

A caracteristica de A é o niimero maximo de linhas linearmente independentes de A

. A caracteristica de A é o numero maximo de colunas linearmente independentes de A

Seja A € M, «n(K). Designamos por espago nulo de A ou miicleo de A, e representamos por N (A), o
subespaco vectorial de K™ constituido pelos vectoes que sdo solucdo do sistema de equacoes lineares

alphaq

homogéneo AX =0, isto é, N(4) =< (a1, -+ ,a,) €K: A ; =0 p. A dimensio de N(A)

alpha,,

chamamos nulidade de A.

Se A € M« (K)entdo dim N'(A4) =n — r(A).

5 - Aplicacdes lineares

5.1 - Definicdo, exemplos e propriedades

Dizemos que uma aplicacdo f: E — E’ é aplicacdo linear (sobre K) se satisfaz as duas condicdes
seguintes:

1.
2.

Vu,v € E flu+v) = f(u) ® f(v)
Vaoe KVu € E flau) =a® f(u)

Seja f : E — E’uma aplicacdo linear. Tem-se:

1.

f0g) =0%
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2. f(—u) = —f(u), para qualquer u € £

5.2 - Operacbes com aplicacoes

Sendo f: E — E’ e g: E — E’ aplicacdes arbitrrias chamamos aplicacdo soma das aplicacdes f e g, e
denotamos por f + g, a aplicagdo f + ¢ : £ — E’ tal que (f + ¢)(u) = f(u) 4 g(u) para qualquer u € F.

Sejam o € K e f: EF — E’ uma aplicagdo arbitraria. Chamamos aplicacio produto de o por f, e
representamos por o f, a aplicagdo af : E — E’ tal que (af)(u) = af(u) para qualquer u € E.
Sejam f : E — FE’eg: E — E’' aplicacdes lineares e seja @ € K. Tem-se:
1. [+ g é uma aplicagdo linear
2. «f é uma aplicacdo linear
Sejam A, B, e C conjuntose f : A — Beg: B — (C aplicacdes. Chamamos aplicacdo composta de g com

f (também designada por “g apés f”), e representamos por g o f, a aplicacio go f: A — C tal que
(90 f)(a) = 9(f(a)) para qualquer a € A

A aplicacdo obtida por composicdo de duas aplicagdes lineares é, ainda, uma aplicagdo linear.

Sejam f : A — A uma aplicacdo e £ € Ny. Chamamos poténcia de expoente k de f, e representamos por
f*, aaplicacio f¥ : A — Atal que

fas ida, se k=0
T fFlof, se ke N

5.3 - Imagem e nucleo

Seja f : £ — E’ uma aplicacdo linear. Chamamos niicleo de f, e representamos por Nuc f ou Ker f (do
inglés “kernel”), ao conjunto Nuc f =u € E: f(u) = 0g.

Seja f : F — E’uma aplicacio linear. Tem-se:

1. Nuc f é um subespaco de E.

2. Im fé um subespaco de E'.
Sejam f: F — E’ uma aplicacdo linear, W um subespaco de E' e W' um subespaco de E'. Chamamos
imagem de W por f a f(W)={f(u):u€eW} e imagem reciproca de W' por f a
J=W)={uvekE: f(u) e W}

A imagem de uma aplicagdo permite determinar se a aplicacdo é sobrejectiva uma vez que f: A — B é
sobrejectiva se, e s6 se, Im f = B.

O nticleo de uma aplicacdo linear permite determinar se a aplicacdo é injectiva, uma vez que f : A — B é
injectiva se, e s6 se, Nuc f = {0g}.

Seja f : E — E’uma aplicacio linear. Tem-se:

1. SeE é finitamente gerado e E' = (v1,- -+ ,vs) entdo Im f = (f(v1), -, f(vs)). Dizemos entdo que
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f transforma geradores de E em geradores de Im f.

2. Se up,- -+ ,u, € E sdo linearmente independentes e f é injectiva entdo f(u1),--- f(u,) sdo
linearmente independentes. Dizemos que se f é injectiva entdo f transforma vectores linearmente
independentes de E em vectores linearmente independente da Im f.

As dimensoes de Nuc f e de Im f designam-se por nulidade de f e por caracteristica de f, e representam-
se por nn(f) e por (f).

Teorema da dimensdo — Se f : F — E’ é uma aplicacio linear, com E de dimensao finita, entio Nuc [ e
Im ftambém tém dimensdo finita e dim F = dim Nuc f + dim Im f.

Se f : E — E’ é uma aplicacdo linear, e E e E' ambos de dimensdo finita, verificam que dim E = dim E’
entdo sdo equivalentes as afirmacoes:

1. fé injectiva;

2. fé sobrejectiva

3. fébijectiva

Teorema da Extensdo Linear - Sejam E e E’ espacos vectoriais , com E de dimensdo finita. Seja

. / / e , . ,
B = (e, - ,e,) uma base de E e sejam uj,--- ,u, vectores arbitrdrios de E'. Existe uma e uma s6
aplicagdo linear f : £ — E' tal que f(e;) = uj, parai=1,--- ,n.

Atendendo ao teorema da extensdo linear é usual afirmar que se o espago de partida de uma aplicagao linear
tem dimensao finita entdo a aplicacdo fica completamente determinada dando as imagens dos vectores de
uma base arbitraria do espaco de partida.

5.4 - Aplicacgées invertiveis e isomorfismos

Sejam A e B conjuntos. Dizemos que uma aplicacdo f: A — B é invertivel se existe uma aplicagdo
g:B— A tal que fog=1idp e gof=1idy Representamos tal aplicacio (Gnica) por f~ ! que

designamos por inversa de f. Uma aplicacdo é invertivel se e so se for bijectiva.

A uma aplicagdo linear e bijectiva (invertivel) f:FE — E’ chamamos isomorfismo linear (ou
simplesmente isomorfismo) de E em E'.

Dizemos que E é isomorfo a E', e representamos por F/ ~ E’, se existe um isomorfismo de E em E'.

Sejam E e E' espacos vectoriais, com E de dimensdo finita. Tem-se, E e E' sdo isomorfos se, e sé se
dim F = dim £

5.5 — Matriz de uma aplicacéao linear

Seja f : F — E' uma aplicacgdo linear. Sejam B = (e1, - ,€,) uma base de E e B’ = (¢}, -+ ,€/,) uma
base de E'. Designamos por matriz de f em relacao as bases de B e B' (por esta ordem) e representamos
por M(f; B, B’), a matriz A € M,,,«,(K) cuja coluna j, j = 1,--- ,n é a sequéncia das coordenadas de
f(ej) nabase B'. Assim

Fles) = Augey o+ Amg, J =1,

Seja f: E — FE’ uma aplicacdo linear. Sejam B e B' bases arbitrarias de E e E', respectivamente, e

A= M(f; B,B"). Tem-se dim Im f =r(A).
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Seja f : E — E’ uma aplicagio linear. Sejam B = (e1,--- ,€,) uma base de E, B’ = (€},--- ,e/ ) uma
base de E'e A = M(f;B,B'). Se (ay,- -+ , ) é a sequéncia das coordenadas de um vector v € E na base
BB entdo a sequéncia das coordenadas de f(u) na base B’ é (031, - , B,) com
o51 B
ali|=1:
0 Bm

Designamos por matriz coluna das coordenadas de um vector numa determinada base, a matriz cuja unica
coluna € a sequéncia das coordenadas do vector na base considerada.

Sejam B e I3’ bases de E e sejau € E. Se (aq,- - , ;) é a sequéncia das coordenadas de u na base 53, entdo
a sequéncia das coordenadas de u na base B’ é (31, - , 3,,,) com
aq B
M(idg; B,B") | 1| =] :
o, Bm

Sendo B e B’ bases de E designamos por matriz de mudanca de base de B para B’ a matriz

M(idE; B, BI)
6 — Valores e vectores proprios

6.1 - Definicdo, exemplos e propriedades

Seja E um espago vectorial sobre K. Chamamos endomorfismo de E a qualquer aplicacdo linear de E em E.

Seja f : E — FE uma aplicaco linear. Se u € F\{0g} e a € K sdo tais que f(u) = au dizemos que o é
valor préprio de f e u é vector préprio de f associado ao valor préprio c.

Seja A € My, (K). Se X € M, 51 (K)\{0,x1} e @ € K sdo tais que AX = aX, dizemos que :

* « é valor proprio de A;
* X é vector proprio de A associado ao valor proprio c.

Sejam f:F — FE uma aplicacio linear e « um valor proprio de f. Ao subespaco vectorial
Ey,={u€FE: f(u) = au} = Nuc(f — aidg) chamamos subespago proprio de f associado ao valor
proprio c.
Seja A € M5 (K). Se X € M1 (K\ {0,,%x1} e @ € K sdo tais que AX = aX, dizemos que:

* « évalor préprio de A;

* X é vector proprio de A associado ao valor préprio c.

Sejam A € M« (K) e & um valor préprio de A. Ao subespago vectorial
M, ={X e Mpx1(K) : AX = aX}
={X e Myx1(K): (A—al,)X =0}

chamamos subespaco proprio de A associado ao valor proprio c.
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Designamos por multiplicidade geométrica do valor proprio «, e representamos por mg(«a), a dimensdo do
subespaco M,

O resultado seguinte permite determinar a multiplicidade geométrica de um valor proprio sem determinar o
subespago proprio que lhe estd associado. Seja Seja A € M, «,,(K) e a um valor préprio de A. Tem-se
mg(a) =n —r(A—aly,)

Sejam A € M, «,(K) e & € K um valor préprio de A. Tem-se, o é valor préprio de A se, e s se,
|A—al,|=0

Seja A € M,,x,,(K). Chamamos polinémio caracteristico de A, e representamos por pa(Z)ou

simplesmente p(z) se ndo houver ambiguidade, ao polinémio na variavel x com coeficientes em K dado por
p(x) =|A -zl

A equagdo p(z) = 0 chamamos equacio caracteristica de A.

Sejam A € M, x»(K) e « um valor préprio de A. Designamos por multiplicidade algébrica do valor
proprio « e representamos por ma(«), a multiplicidade de o como zero do polinémio caracteristico de A,
pa(z), isto é, o maior inteiro k tal que (o — x)* divide p (7).

Os valores proprios de uma matriz triangular sdo os elementos da sua diagonal principal.
Seja A € M,,«,,(K). Sdo equivalentes as afirmagdes:

1. A éinvertivel;

2. A nao tem valor proprio zero;

3. O termo constante do polindmio caracteristico de A é nao nulo.

4. Det A é o termo constante do polinémio caracteristico de A.

Para obter o subespago préprio de A associado ao valor préprio « basta resolver o sistema (4 — al,,) X =0

Sejam A, B € Mnxn<K) Dizemos que A e B sdao semelhantes se existe uma matriz invertivel
P e Mnxn(K) tal que PilAP = B.

Se A Be€ Man(K) sdo semelhantes entdo os seus polindmios caracteristicos sdo iguais e,
consequentemente, tém os mesmos valores proprios e com iguais multiplicidades algébricas.

Seja f um endomorfismo de um espaco vectorial E, com E de dimensdo finita, e seja 3 uma base arbitraria
de E. Chamamos de polinémio caracteristico de f ao polinémio caracteristico da matriz M(f; B, ).

Seja f um endomorfismo de um espaco vectorial E, com E de dimensdo finita, e seja 3 uma base arbitréaria
de E e A = M(f; B, B). Tem-se:
1. u é vector préprio de f se, e s6 se, a matriz coluna X das coordenadas de u, na base B, é um vector
proprio de A;
2. « évalor proprio de f se, e s6 se, a é valor proprio de A.

Seja & um valor proprio de A € M, «,,(K). Tem-se mg(a) < ma(a).

6.2 - Matrizes e endomorfismos diagonalizaveis

Seja A € M, «,,(K). Dizemos que A é uma matriz diagonizavel se A é semelhante a uma matriz diagonal,
isto é, se existe uma matriz invertivel P € M,, ,,(K) e uma matriz diagonal D € M, (K) tais que

Pedro Bastos das Neves 2013-14 20/21



Apontamentos de &lgebra Linear

P~YAP = D. Nestas condices dizemos que P é uma matriz diagonalizante de A.

Uma matriz A € M,,+,(K) é diagonizavel se, e s se, A tem n vectores proprios linearmente independentes.

Neste caso se Xi,--+, X, € M,«1(K) sdo n vectores proprios de A linearmente independentes
correspondentes, aos valores proprios «q,--- ,a, (ndo necessariamente distintos) entdo a matriz P cuja
coluna i €é u n-uplo correspondente a X;,i=1,---,n que representamos  por
P =[Xi|-1Xn] € Muxn(K) é invertivel e é uma matriz diagonalizante de A. Mais especificamente,
tem-se:
al 0 0
. 0 a2 0
P AP =
0O 0 - an

Se aq, - -+, sdo os valores préprios, dois a dois distintos, de A € Man(K) entdo A a diagonizavel se, e
'
s se, g mg(wi) = n.
i=1

SeA e Mnxn(K) tem n valores proprios, dois a dois, distintos, entdo A é diagonizavel.

Dizemos que um endomorfismo f de E, com E de dimensdo finita, é diagonizéavel se existe uma base B de E
tal que M(f; B, B) é uma matriz diagonal.
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