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1.1

Modelagem Matemdtica e
Resolucdo de Problemas de
Engenharia

O conhecimento e o entendimento sdo pré-requisitos para a implementagdo efetiva de
qualquer ferramenta. Nao importa quio incrivel seja sua caixa de ferramentas, vocé terd
dificuldades para consertar um carro se niao entender como ele funciona.

Isso € particularmente verdade quando se usam computadores para resolver proble-
mas de engenharia. Embora tenham uma utilidade potencial imensa, os computadores sao
praticamente intteis sem um entendimento fundamental de como os sistemas da engenha-
ria funcionam.

Esse conhecimento é adquirido inicialmente de forma empirica — isto €, por obser-
vagdo e experiéncia. Entretanto, embora tal informacdo adquirida empiricamente seja
essencial, ela ¢ apenas metade da histéria. Durante anos e anos de observagao e experién-
cia, os engenheiros e cientistas notaram que certos aspectos dos seus estudos empiricos
ocorrem repetidamente. Tal comportamento geral pode entdo ser expresso como leis fun-
damentais que essencialmente representam o conhecimento acumulado da experiéncia
passada. Portanto, a resolucdo da maioria dos problemas de engenharia usa uma abor-
dagem com as duas vertentes, a do empirismo e a da andlise tedrica (Figura 1.1).

Deve ser enfatizado que as duas vertentes sdo intimamente ligadas. Conforme novas
medidas sdo feitas, as generalizacdes podem ser modificadas, ou novas generalizagdes
desenvolvidas. Analogamente, as generalizacdes podem ter uma forte influéncia nas
experiéncias e observacdes. Em particular, as generalizacdes podem servir como princi-
pios organizatdrios empregados para resumir resultados de observagdes e experiéncias
em uma estrutura coerente e abrangente, a partir das quais sdo tiradas conclusdes. Da
perspectiva de resolugdo de problemas de engenharia, tal estrutura € mais util quando
expressa na forma de um modelo matematico.

O objetivo primdrio deste capitulo € introduzi-lo a modelagem matemadtica e ao seu
papel na resolugdo de problemas de engenharia. Vamos também ilustrar como os métodos
numéricos figuram no processo.

UM MODELO MATEMATICO SIMPLES

Um modelo matemdtico pode ser definido, de forma geral, como uma formulagido ou
equagdo que expressa as caracteristicas essenciais de um sistema ou processo fisico em
termos matematicos. Em um sentido muito geral, ele pode ser representado como uma
relag¢do funcional da forma

Varidvel < Varidveis termos) (L1)

= . , parametros,
dependente independentes P forcantes

onde a varidvel dependente € uma caracteristica que usualmente reflete o comportamento
ou estado do sistema; as varidveis independentes usualmente sao dimensdes, como tempo
e espaco, ao longo das quais o comportamento do sistema estd sendo determinado; os
parametros refletem propriedades ou composicao do sistema; os fermos forcantes sao as
influéncias externas agindo sobre o sistema.
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FIGURA 1.1
O processo de resolver
problemas de engenharia.
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Ferramentas para a resolucao
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1

Resultados
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graficos

Interface social:
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comunicacao,
interacdo com o publico etc.

{

Implementacao

A expressdo matemdtica real da Equagao (1.1) pode variar de uma simples relacdo
algébrica a um conjunto grande e complicado de equacdes diferenciais. Por exemplo,
com base em suas observacdes, Newton formulou sua segunda lei do movimento, que
afirma que a taxa de varia¢do no tempo do momento de um corpo € igual a forga resul-
tante agindo nele. A expressdo matematica, ou modelo, da segunda lei é a equagdo bem
conhecida

F =ma (1.2)

onde F é a forca resultante agindo no corpo (N, ou kg m/s?), m = massa do objeto (kg) e
a € a sua aceleracdo (m/s?).

A segunda lei pode ser reescrita na forma da Equagdo (1.1) simplesmente dividindo
ambos os lados por m para obter

a=— (1.3)

onde a € a a varidvel dependente refletindo o comportamento do sistema, F € o termo
forcante e m € um parametro representando uma propriedade do sistema. Observe que,
para esse caso simples, ndo hd nenhuma varidvel independente, porque ndo estamos pre-
vendo como a acelerac¢do varia no tempo ou no espaco.

A Equagdo (1.3) tem diversas caracteristicas que sdo tipicas de modelos matemdticos
do mundo fisico:

1. Ela descreve um processo ou sistema natural em termos matematicos.

2. FElarepresenta uma idealizacdo e simplificacdo da realidade. Isto é, o modelo ignora
detalhes despreziveis do processo natural e se concentra nas suas manifestagoes
essenciais. Portanto, a segunda lei ndo inclui os efeitos da relatividade, que sdo de
importancia minima quando aplicados a objetos e forcas que interagem sobre a ou
perto da superficie da Terra, com velocidades e em escalas visiveis aos humanos.
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FIGURA 1.2

Diagrama esquemdtico das
forcas agindo em um para-
quedista em queda livre. fp é a
forca devida & gravidade, para
baixo. Fy é a forca devida &
resisténcia do ar, para cima.

3. Finalmente, ela produz resultados que podem ser reproduzidos e, conseqiientemen-
te, ser usados para propdsitos de previsdao. Por exemplo, se a forca sobre um objeto
e a massa de um objeto sdo conhecidas, a Equagado (1.3) pode ser usada para calcular
a aceleracdo.

Por causa de sua forma algébrica simples, a solu¢do da Equacéo (1.2) é facilmente
obtida. Entretanto, outros modelos matematicos de fendmenos fisicos podem ser
muito mais complexos e, ou ndo podem ser resolvidos exatamente, ou exigem técnicas
matematicas mais sofisticadas que a dlgebra simples para sua solugédo. Para ilustrar um
modelo mais complexo deste tipo, a segunda lei de Newton pode ser usada para deter-
minar a velocidade terminal de um corpo em queda livre, perto da superficie da Terra.
Nosso corpo em queda livre serd um pdra-quedista (Figura 1.2). Um modelo para esse
caso pode ser deduzido expressando a aceleragido como taxa de variagdo no tempo da
velocidade (dv/dt) e substituindo-a na Equagédo (1.3) para obter

dv F »

dt  m (4
onde v € a velocidade (m/s) e ¢ € o tempo (s). Portanto, a massa multiplicada pela taxa de
variagdo da velocidade € igual a for¢a resultante agindo no corpo. Se a forca resultante for
positiva, o objeto ird acelerar. Se for negativa, o objeto vai desacelerar. Se a forca resul-
tante for nula, a velocidade do objeto permanecerd em um nivel constante.

A seguir, vamos expressar a forca resultante em termos das varidveis e pardmetros
mensuraveis. Para um corpo em queda livre na vizinhanca da Terra (Figura 1.2), a forca
resultante € composta de duas forgas opostas: a forca gravitacional, para baixo, Fp e a
for¢a da resisténcia do ar, para cima, Fy:

F=Fp+Fy (L5)

Se associarmos um sinal positivo a for¢a para baixo, a segunda lei pode ser usada
para escrever a forca devida a gravidade como

Fp =mg (1.6)

onde g é a constante gravitacional, ou a aceleracdo devida a gravidade, que ¢ aproxi-
madamente igual a 9,8 m/s?.

A resisténcia do ar pode ser formulada de diversas maneiras. Uma abordagem sim-
ples é assumir que ela é linearmente proporcional a velocidade' e age no sentido para
cima, como em

Fy = —cv (1.7)

onde ¢ é uma constante de proporcionalidade chamada de coeficiente de arrasto (kg/s).
Portanto, quanto maior a velocidade de queda, maior a forga para cima devida a resistén-
cia do ar. O parametro c representa as propriedades de objetos em queda livre, como a
forma ou a aspereza da superficie, que afetam a resisténcia do ar. No caso presente, ¢
poderia ser uma funcéo do tipo de macacdo ou da orientag¢ao usada pelo para-quedista du-
rante a queda livre.

A forga resultante € a diferencga entre a forca para baixo e a forca para cima. Portanto,
as Equacdes (1.4) até (1.7) podem ser combinadas para fornecer

dv mg—cv

dt - m (8

ou, simplificando o lado direito,

dv_ cv (L.9)
i T m '

! Na realidade, a relagdo é realmente nio-linear e poderia ser mais bem representada por uma relagdo do tipo
poténcia, como FU = —cv® Vamos explorar como tais nio-linearidades afetam o modelo em um problema no
final deste capitulo.



12

MODELAGEM MATEMATICA E RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE ENGENHARIA

EXEMPLO 1.1

A Equacdo (1.9) € um modelo que relaciona a aceleracdo do objeto em queda as
forcas agindo nele. Ela é uma equagdo diferencial porque € escrita em termos da taxa de
variagdo diferencial (dv/dt) da varidvel que estamos interessados em prever. Entretanto,
em contraste com a solucdo da segunda lei de Newton na Equacdo (1.3), a solucdo exata
da Equacdo (1.9) para a velocidade de um para-quedista em queda livre ndo pode ser
obtida usando manipulacdo algébrica simples. Em vez disso, técnicas mais avangadas
como aquelas do cdlculo devem ser aplicadas para se obter uma solucdo exata ou
analitica. Por exemplo, se o pdra-quedista estiver inicialmente em repouso (v = 0 em
t = 0), o célculo pode ser usado para resolver a Equacdo (1.9), fornecendo

v(t) = S8 (1 = e=tc/mn) (1.10)
C

Observe que a Equacdo (1.10) estd escrita na forma geral da Equacdo (1.1), onde
v(t) € a variavel independente, 7 € a varidvel independente, ¢ e m sdo pardmetros, e g € o
termo forcante.

Solugdo Analitica para o Problema do Para-quedista em Queda Livre

Enunciado do Problema. Um péra-quedista de massa 68,1 kg pula de um baldo de ar
quente parado. Use a Equagdo (1.10) para calcular a velocidade anterior a abertura do
para-quedas. O coeficiente de arrasto € igual a 12,5 kg/s.

Soluc@o. Inserindo os pardmetros na Equagio (1.10), obtemos

U([) = %85’1) (1 _ e—(125/68,1)t) — 53’39(1 _ 6—0,183551)

0 que pode ser usado para calcular

ts v, m/s
0 0,00
2 16,40
4 2777
6 35,64
8 41,10
10 44,87
12 47,49
0 53,39

De acordo com o modelo, o para-quedista acelera rapidamente (Figura 1.3). Uma veloci-
dade de 44,87 m/s (100,4 mi/h) é atingida apés 10 s. Observe também que, apds um
tempo suficientemente longo, é atingida uma velocidade constante, chamada de veloci-
dade terminal, de 53,39 m/s (119,4 mi/h). Essa velocidade é constante porque, eventual-
mente, a forca da gravidade estard em equilibrio com a resisténcia do ar. Portanto, a forca
resultante € nula e a aceleracdo deixa de existir.

A Equacdo (1.10) é chamada uma solucdo analitica ou exata porque ela satisfaz
exatamente a equacdo diferencial original. Infelizmente, existem muitos modelos
matematicos que nao podem ser resolvidos exatamente. Em muitos desses casos, a tinica
alternativa € desenvolver uma solu¢do numérica que aproxime a solugo exata.

Como mencionado previamente, os métodos numéricos sao aqueles nos quais 0s
problemas matemaéticos sdo reformulados de forma que possam ser resolvidos por ope-
racdes aritméticas. Isso pode ser ilustrado para a segunda lei de Newton, observando que
a taxa de variag¢do no tempo da velocidade pode ser aproximada por (Figura 1.4):

dv Av v(t; —v(t;
dv _ Av (i) = v(0) Wi
dt At tivg — L
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Velocidade terminal
40 —
2
E —
=
20
FIGURA 1.3
A solucdo analitica do
problema do para-quedista em -
queda livre, como calculada no
Exemplo 1.1. A velocidade | | |
0
aumenta com o fempo e se 0 4 8 12

aproxima assintoticamente da

velocidade terminal. hs

onde Ave At sdo diferengas na velocidade e no tempo, respectivamente, calculados sobre
intervalos finitos, v(t;) € velocidade em um instante inicial ¢;, e v(#;;) € velocidade em
um instante posterior #; . Observe que dv/dt = Av /At é aproximado porque At é finito.
Lembre-se, do célculo, que

dv . Av

— m —

dt  ar—0 At

A Equagdo (1.11) representa o processo reverso.

A Equagdo (1.11) é chamada de aproximagdo por diferenca dividida finita da

derivada no instante #;. Ela pode ser substituida na Equagdo (1.9) para fornecer

t; —v(t

v(tip1) = () =g-— iv(ti)
liv1 — 1 m

Esta equagdo pode ser rearranjada para fornecer

V(tia1) = v(6) + [8 = —v() |(ria = 1) (112)

FIGURA 1.4

O uso de uma diferenca finita
para aproximar a primeira
derivada de v com relacdo a t.

Y B e
Inclinacao |
verdadeira |
dv/dt \ :

I
Av 3 :
I
I
I
Inclinagao aproximada;
L V(tl- ) - — — =

Av vl ) —v(t)
N

t; liv1 t
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EXEMPLO 1.2

Observe que o termo entre colchetes € o lado direito da equacao diferencial propri-
amente dita [Equagdo (1.9)]. Isto é, ela fornece um meio de calcular a taxa de variacdo
ou a inclinacdo de v. Portanto, a equacdo diferencial foi transformada em uma equagdo
que pode ser usada para determinar algebricamente a velocidade em ¢;;; usando a incli-
nacdo e os valores anteriores de v e t. Se for dado um valor inicial para a velocidade em
algum instante t;, pode-se facilmente calcular a velocidade em um instante posterior t; .
Esse novo valor da velocidade em #;1; pode, por sua vez, ser usado para estender o cdl-
culo da velocidade a f; 1>, e assim por diante. Portanto, em qualquer instante ao longo
do caminho,

Valor novo = valor velho + inclinagdo X tamanho do passo

Observe que essa abordagem € chamada oficialmente de mérodo de Euler.

Solugdo Numérica para o Problema do Para-quedista em Queda Livre

Enunciado do Problema. Faca os mesmos célculos que no Exemplo 1.1, mas use a
Equagdo (1.12) para calcular a velocidade. Use um passo de tamanho 2 s para os cdlculos.

Solucdo. No inicio dos cilculos (f; = 0), a velocidade do para-quedista é zero. Usan-
do essa informacao e os valores dos pardmetros do Exemplo 1.1, a Equac@o (1.12) pode
ser utilizada para calcular a velocidade em #; 1] = 2 s:

0+19,8 12’5(0) 2 =19,60 m/
V= - = S
’ 68,1 ’
Para o intervalo seguinte (de t = 2 a 4 s), os calculos sdo repetidos, com o resultado
12,5
v=19,60+ |:9,8 G 1(19,60)} 2 =32,00 m/s

Continua-se os cdlculos, de forma andloga, para se obter valores adicionais:

v, m/s

>
[}

0,00
19,60
32,00
39,85
44,82
47,97
49,96
53,39

S OO ANO

O resultado estd representado graficamente na Figura 1.5, juntamente com a solugdo
exata. Pode-se ver que o método numérico retrata as caracteristicas essenciais da so-
lucdo exata. Entretanto, como foram usados segmentos de retas para aproximar uma
funcdo que se curva continuamente, existe alguma discrepancia entre os dois resultados.
Uma forma de minimizar tais discrepancias seria usar um passo de tamanho menor. Por
exemplo, a aplica¢do da Equacgdo (1.12) em intervalos de 1 s resulta em um erro menor,
j4 que os segmentos de retas seguem a solug¢do verdadeira mais de perto. Fazendo-se os
célculos a mao, o esforco associado ao uso de passos cada vez menores tornaria tais
solugdes numéricas nao-praticas. Entretanto, com o auxilio do computador, grandes
nimeros de cdlculos podem ser feitos facilmente. Portanto, pode-se modelar com exati-
dao a velocidade do pdra-quedista em queda livre sem ter de resolver a equacdo diferen-
cial exatamente.

Como no exemplo anterior, para resultados numéricos mais acurados, deve-se pagar
o preco computacional. Cada vez que dividirmos o tamanho do passo pela metade, para
obter mais acuricia teremos de fazer o dobro do niimero de calculos. Assim, vemos que
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FIGURA 1.5
Comparagéo das solugdes
numéricas e analiticas do
problema do para-quedista
em queda livre.

Velocidade terminal
Solugdo numérica, aproximada

40 —
@
E —
N Solucéo analitica, exata

20 —

0 | | |
0 4 8 12

1, S

ha um balanceamento entre a acuricia e o esforco computacional. Tais prés e contras
figuram de forma proeminente nos métodos numéricos e constituem um tema importante
neste livro. Conseqiientemente, devotamos o Epilogo da Parte Um a uma introducdo a
mais desses pros e contras.
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Métodos de Runge-Kutta

Este capitulo é dedicado a solu¢do de equacdes diferenciais ordindrias da forma
dy
_— = x’
I = f&y)

No Capitulo 1, usamos um método numérico para resolver uma equacao desse tipo para a
velocidade do para-quedista em queda livre. Lembre-se de que o método tinha a forma geral

Valor novo = valor antigo + inclina¢do X tamanho do passo

ou, em termos matematicos,
Yit1 = Yi +Qh (25.1)

De acordo com essa equagdo, a estimativa da inclina¢@o ¢ é usada para extrapolar de um
valor antigo y; para um valor novo y;; em uma distancia & (Figura 25.1). Essa féormula
pode ser aplicada passo a passo para cédlculos no futuro e, portanto, para percorrer a tra-
jetoria da solucdo.

Todos os métodos de passo tinico podem ser expressos nessa forma geral, sendo
que a unica diferenga é a maneira como ¢ feita a estimativa da inclinagdo. Como no
problema do péara-quedista em queda livre, a abordagem mais simples € usar a equagdo
diferencial para obter uma estimativa da inclina¢ido na forma da primeira derivada em
x;. Em outras palavras, a inclinag¢@o no inicio do intervalo ¢ tomada como uma apro-
ximacgdo da inclinacio média em todo o intervalo. Essa abordagem, chamada de
método de Euler, é discutida na primeira parte deste capitulo. O assunto é seguido por
outros métodos de passo Unico que usam estimativas alternativas da inclinagdo que re-
sultam em previsdes mais acuradas. Todas essas técnicas sdo chamadas, em geral, de
métodos de Runge-Kutta.

FIGURA 25.1
Descricdo gréfica de um
méfodo de um passo.

Inclinacéo = ¢

| |
X; Xiv1 X
\—,_l

Tamanho do passo = &

587
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25.1

Previsto
}erro

®
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I
, Verdadeiro
I
I
I
I
I
I

A

|
|
——h—>
|
|

FIGURA 25.2
Método de Euler.

METODO DE EULER

EXEMPLO 25.1

A primeira derivada fornece uma estimativa direta da inclinacdo em x; (Figura 25.2):
¢ = flxi, y)
em que f(x;, y;) € a equagao diferencial calculada em x; e y;. Essa estimativa pode ser subs-
tituida na Equacao (25.1):
Yi+1 = yi + f(xi, yi)h (25.2)

Essa formula é conhecida como método de Euler (ou Euler-Cauchy ou ponto-
inclina¢do). Um novo valor de y é previsto usando a inclinagdo (igual a primeira
derivada no valor original de x) para extrapolar linearmente sobre um tamanho de passo
h (Figura 25.2).

Método de Euler

Enunciado do Problema. Use o método de Euler para integrar numericamente a
Equacdo (PT7.13):

d
& 03 41242 —20x 4+ 8.5
dx

de x =0 ax =4 com um tamanho de passo de 0,5. A condic@o inicialemx=0¢&y = 1.
Lembre-se de que a solug@o exata é dada pela Equacdo (PT7.16):

y =—0,5x* +4x> — 10x> + 8,5x + 1

Soluc@o. A Equagdo (25.2) pode ser usada para implementar o método de Euler:
y(0,5) = y(0) + f(0, DO,5

em que y(0) = 1 e a estimativa da inclinagdo em x = 0 é
£0, 1) = =2(0)* + 12(0)*> — 20(0) 4+ 8,5 = 8,5

Portanto,
v(0,5) =1,048,5(0,5) = 5,25

A solugdo verdadeira em x = 0,5 é

y = —0,5(0,5)* + 4(0,5)* — 10(0,5)*> + 8,5(0,5) + 1 = 3,21875
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Logo, o erro é
E; = verdadeiro — aproximado = 3,21875 — 5,25 = —2,03125

ou, expresso como um erro relativo porcentual, ¢; = —63,1%. Para o segundo passo,
y(1) = y(0,5) + £(0,5, 5,25)0,5
=5,25 + [—2(0,5) + 12(0,5)> — 20(0,5) + 8,5]0,5
= 5,875
A solugdo verdadeira em x = 1,0 € 3,0 e, portanto, o erro relativo porcentual € —95,8%.
O calculo € repetido e os resultados estdo resumidos na Tabela 25.1 e na Figura 25.3. Ob-
serve que, embora os cdlculos capturem a tendéncia geral da solucio verdadeira, o erro é

consideravel. Como discutido na préxima se¢@o, esse erro pode ser reduzido pelo uso de
um tamanho de passo menor.

TABELA 25.1 Comparagdo dos valores verdadeiro e aproximado da integral de
y'=-2x3 +12x% — 20x + 8,5, com a condicdo inicial de que y =1
em x = 0. Os valores aproximados foram calculados usando o método
de Euler com um tamanho de passo 0,5. O erro local refere-se ao erro
provocado por um Gnico passo. E calculado com a expanséo em série
de Taylor como no Exemplo 25.2. O erro global é a discrepéncia global
por causa dos passos passados, bem como do passo atual.

Erro Porcentual Relativo

X Yverdadeiro YEuler Global Local
0,0 1,00000 1,00000
0,5 3,21875 5,25000 -63,1 -63,1
1,0 3,00000 5,87500 -05.8 -28,0
1,5 2,21875 5,12500 131,0 —1,41
2,0 2,00000 4,50000 —-125,0 20,5
2,5 2,71875 4,75000 74,7 17,3
3,0 4,00000 5,87500 46,9 4.0
3,5 4,71875 7.12500 -51,0 -11,3
4,0 3,00000 7,00000 -133,3 -53,0

y

h=05
4 —

Solucao verdadeira

0 2 4 x
FIGURA 25.3
Comparacgéo da solugdo verdadeira com a solugdo numérica usando o método de Euler para
aintegral de y' = =2x3 + 12x? — 20x + 8,5 de x = 0 a x = 4 com um tamanho de passo

de 0,5. A condi¢do inicial em x=0éy= 1.
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O exemplo anterior usa um polindmio simples para a equacio diferencial para faci-
litar a andlise de erro a seguir. Logo,

dy
o J(x)
Obviamente, um caso mais geral (e mais comum) envolveria EDOs que dependam de x e y,
dy
E - f (x s Y )

Conforme progredirmos por esta parte do texto, nossos exemplos vao envolver cada vez
mais EDOs que dependem tanto das varidveis dependentes quanto das independentes.
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25.1.2 Algoritmo para o Método de Euler

Os algoritmos para métodos de passo Unico sio extremamente simples de programar. Como
especificado no inicio deste capitulo, todos os métodos de passo unico t€ém a forma geral

Novo valor = valor antigo + inclinacdo X tamanho do passo (25.10)

A Unica maneira pela qual os métodos diferem € no calculo da inclinacdo.

Suponha que vocé queira fazer os cdlculos simples descritos na Tabela 25.1. Ou seja,
vocé gostaria de usar o método de Euler para integrar y' = —2x> + 12x> — 20x + 8,5
com a condi¢do inicial que y = 1 em x = 0. Vocé gostaria de integrar até x = 4, usando
um tamanho de passo 0,5 e mostrando todos os resultados. Um pseudocddigo simples
para completar essa tarefa poderia ser escrito como na Figura 25.6.

FIGURA 25.6

Pseudocddigo para uma versdo “simpléria” do método de Euler.

‘defina o inervalo de integracdo
X7 =0
Xt =4
‘inicialize as varidveis
X = Xi
y=1
‘defina o tamanho do passo e o
‘nimero de passos do cdlculo
dx = 0.5
nc = (xf — xi)/dx
‘imprima as condigcdes iniciais
PRINT x, y
“laco para implementar o método de Euler
‘e mostrar os resultados
DOFOR i = 1, nc
dydx = —2x° +12x¢ — 20x + 8.5
Yy =y + dydx - dx
X = X + dx
PRINT x, y
END DO


cesar.barros
Realce

cesar.barros
Realce


25.1 METODO DE EULER 595

Embora esse programa consiga duplicar os resultados da Tabela 25.1, ele ndo é
muito bem projetado. Primeiro, e principalmente, ndo é muito modular. Ainda que isso
ndo seja muito importante para um programa tao pequeno, seria critico se quiséssemos
modificar e melhorar esse algoritmo.

Além disso, existem diversas questdes relacionadas a maneira como implementamos
as iteracdes. Por exemplo, suponha que o tamanho do passo deva ser muito pequeno para
obter melhor acuracia. Em tais casos, como todo valor calculado € mostrado, o nimero de
valores de saida poderia ser muito grande. Além disso, o algoritmo pressupde que o in-
tervalo de cdlculo € divisivel pelo tamanho do passo. Finalmente, a distribui¢do de x na
reta x = x + dx pode estar sujeito a erros de quantificagdo do tipo discutido anteriormente
na Secdo 3.4.1. Por exemplo, se dx for mudado para 0,01 e a representacdo IEEE padrao
em ponto flutuante fosse usada (cerca de sete algarismos significativos), o resultado no
final dos calculos seria 3,999997 em vez de 4. Para dx = 0,001, seria 3,999892!

Um algoritmo muito mais modular que evita essas dificuldades estd mostrado na
Figura 25.7. O algoritmo ndo mostra todos os valores calculados. Em vez disso, o usudrio
especifica um intervalo de saida, xout, que determina o intervalo no qual os resultados
calculados estdo armazenados em vetores, xp,, € yp,,. Esses valores sdo armazenados em
vetores de modo que possam ser exibidos de diversas formas depois que o célculo for
completado (por exemplo, impresso, ou em um grafico ou copiado em um arquivo).

O Programa Principal faz passos de saida maiores e chama uma rotina Integrator que
faz passos de cdlculo menores. Observe que os lagos que controlam os passos grandes e
pequenos param por condi¢des l6gicas. Logo, os intervalos ndo tém de ser exatamente di-
visiveis pelos tamanhos de passo.

A rotina Integrator entdo chama uma rotina de Euler que executa um tnico passo do
método de Euler. A rotina Euler chama uma rotina Derivative que calcula o valor da derivada.

Tal modulagdo pode parecer um exagero no caso presente, mas facilitard muito a
modificacdo do programa nas sec¢des posteriores. Por exemplo, embora o programa na
Figura 25.7 tenha sido projetado especificamente para implementar o método de Euler, o
modulo de Euler € a Ginica parte que é especifica do método. Logo, tudo que € necessdrio
para aplicar esse algoritmo aos outros métodos de passo unico é modificar essa rotina.

FIGURA 25.7

Pseudocadigo para uma vers@o modular “melhorada” do método de Euler.

(a) Programa Principal (b) Rotina para Fazer um Passo de Saida
Designe valores para SUB Integrator (x, y, h, xend)
y = valor inicial da varidvel dependente Do
X1 = valor inicial da variavel IF (xend — x < h) THEN h = xend — x
independente CALL Euler (x, y, h, ynew)
xft = valor final da varidvel y = ynew
independente IF (x = xend) EXIT
dx = tamanho do passo de cdlculo END DO
xout = intervalo de saida END SUB
; = )O( L (c) Método de Euler para uma Unica EDO
XDy = X SUB Euler (x, y, h, ynew)
Yon =Y CALL Derivs(x, y, dydx)
D0 ynew =y + dydx * h
xend = x + xout X=Xx+h
IF (xend > xf) THEN xend = xf END SUB
h = dx . . .
CALL Integrator (x, y, h, xend) (d) Rotina para Determinar a Derivada
m=m+ 1 SUB Derivs (x, y, dydx)
XPm = X dydx = ...
Ybn =Y END SUB
IF (x = xf) EXIT
END DO

DISPLAY RESULTS
END
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25.2

MELHORIAS NO METODO DE EULER

Uma fonte fundamental de erro no método de Euler € que supomos que a derivada no ini-
cio do intervalo pode ser usada no intervalo todo. Estdo disponiveis duas modificagdes
simples para contornar essas deficiéncias. Como serd demonstrado na Se¢do 25.3, ambas
as modificagdes na verdade pertencem a uma classe maior de técnicas de solucgdo
chamadas métodos de Runge-Kutta. Entretanto, como elas tém uma interpretagdo gra-
fica muito simples, nés as apresentaremos antes de sua deducdo formal como métodos
de Runge-Kutta.

25.2.1 Método de Heun

Um método de melhorar a estimativa da inclinag@o envolve a determinagdo de duas de-
rivadas para o intervalo — uma no ponto inicial e outra no ponto final. Entdo, ¢ feita a
média das duas derivadas para obter uma estimativa melhorada da inclinagio no inter-
valo todo. Essa abordagem, chamada de mérodo de Heun, é descrita graficamente na
Figura 25.9.

Lembre-se de que, no método de Euler, a inclinagdo no inicio de um intervalo

yi = flxi, vi) (25.12)
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FIGURA 25.9

Descricdo gréfica do método de Heun. (a) Preditor e (b) corretor.

¢ usada para extrapolar linearmente para y;:
v = vi + fi, yh (25.13)

No método de Euler padrio, pararfamos nesse ponto. No entanto, no método de Heun, o
X? 11 calculado na Equag@o (25.13) ndo € a resposta final, mas uma previsao intermedidria.
E por isso que o distinguimos com o sobrescrito 0. A Equa¢ado (25.13) é chamada equagdo
preditora. Ela fornece uma estimativa de y;; | que permite o cdlculo de uma estimativa da
inclina¢@o na extremidade final do intervalo:

Vier = F(xisn, %) (25.14)

Assim, as duas inclinagdes [Equacdes (25.12) e (25.14)] podem ser combinadas para
obter uma inclinacao média no intervalo:

Loy fay) 4 f(xin y0)
y = =
2 2
Essa inclinagdo média € entdo usada para extrapolar linearmente de y; a y;y; usando o
método de Euler:

FCxiy yi) + f(xiets yP41)
2

que é chamada de equacdo corretora.

O método de Heun € uma abordagem do tipo preditor-corretor. Todos os métodos de
passo multiplo que serdo discutidos no Capitulo 26 sdo desse tipo. O método de Heun € o
unico método de passo tnico preditor-corretor discutido neste livro. Como deduzimos an-
teriormente, ele pode ser representado sucintamente como

Yir1 =y + h

Preditor (Fig. 25.9a): ¥ =yi+ flxi, yh (25.15)

F&iyi) + f(xisn, y0)
2

Corretor (Fig. 25.9b): Yit1 = Yi + h (25.16)



25.2  MELHORIAS NO METODO DE EULER 599

EXEMPLO 25.5

FIGURA 25.10
Representacdo gréfica da iferagdo do corretor do método de Heun para obter uma estimativa
melhorada.

Observe que, como a Equagdo (25.16) tem y;;; em ambos os lados do sinal de igual,
pode ser aplicada de uma forma iterativa. Isto é, uma estimativa antiga pode ser usada
repetidamente para fornecer uma estimativa melhorada de y;;;. O processo € descrito na
Figura 25.10. Deve ficar claro que esse processo iterativo ndo converge necessariamente
para a resposta verdadeira, mas convergird para uma estimativa com um erro de trunca-
mento finito, como ilustrado no préximo exemplo.

Como no caso dos métodos iterativos parecidos discutidos nas se¢des anteriores do
livro, um critério de parada para a convergéncia do corretor é fornecido por [lembre-se da
Equacdo (3.5)]

100% (25.17)

Yit1

i—1 i ~ . ~ . . ~
em que y/,| e/, sdo os resultados da iteracdo anterior e da iteragdo presente do corre-
tor, respectivamente.

Método de Heun

Enunciado do Problema. Use o método de Heun para integrar y’ = 4¢%%* — 0,5y de
x =0ax =4 com tamanho do passo 1. A condi¢do inicialemx =0¢&y = 2.

Solucdo. Antes de resolver o problema numericamente, podemos usar o célculo para
determinar a seguinte solu¢do analitica:

4
y = ﬁ(e°'8X — ey 4270 (E25.5.1)
Essa formula pode ser usada para gerar os valores da solucdo verdadeira na Tabela 25.2.
Primeiro, a inclina¢do em (xp, yo) € calculada como

yp =4e" —0,52) =3

Esse resultado é bem diferente da inclinagdo média real no intervalo de 0 a 1,0, que é
igual a 4,1946, como calculada a partir da equacdo diferencial usando a Equacdo
(PT 6.4).

A solug@o numérica ¢ obtida pelo uso do preditor [Equagdo (25.15)] para obter uma
estimativa de y em 1,0:

W=243(1)=5
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TABELA 25.2 Comparagdo dos valores verdadeiro e aproximado da integral de
y = 4e%8 — 0,5y, com a condigdo inicial de que y =2 em x=0.
Os valores aproximados foram calculados usando o método de Heun
com tamanho do passo 1. Dois casos, correspondentes a nimeros
diferentes de iteragdes, sGo mostrados junto com o erro relativo

porcentual absoluto.

Iteracées do Método de Heun

1 15
X Y verdadeiro YHeun If‘ffl (%) YHeun |€f| (%)
0 2,0000000 2,0000000 0,00 2,0000000 0,00
] 6,1946314 6,7010819 8,18 6,3608655 2,68
2 14,8439219 16,3197819 Q.94 15,3022367 3,09
3 33,6771718 37,1992489 10,46 34,7432761 3,17
4 /5,3389626 83,3377674 10,62 /7,7350962 3,18

Observe que esse ¢ o resultado que seria obtido pelo método de Euler padrao. O valor
verdadeiro na Tabela 25.2 mostra que ele corresponde a um erro relativo porcentual
de 19,3%.

Agora, para melhorar a estimativa para y;, 1, usamos o valor y¥ para prever a incli-
nag¢do no final do intervalo

v = f(x1,y)) = 4e”D —0,5(5) = 6,402164

que pode ser combinado com a inclina¢@o inicial para produzir uma inclinagdo média no
intervalodex=0a 1

_ 3+6,402164
i

/

=4,701082

que estd mais proxima do valor verdadeiro 4,1946. Esse resultado pode entdo ser substi-
tuido no corretor [Equagado (25.16)] para dar uma previsao em x = 1

y1 =2+4,701082(1) = 6,701082

0 que representa um erro relativo porcentual de —8,18%. Logo, o método de Heun sem
iteracdo do corretor reduz o valor absoluto do erro por um fator 2,4 quando comparado ao
método de Euler.

Agora essa estimativa pode ser usada para refinar ou corrigir a previsao de y; substi-
tuindo-se o novo resultado de volta no lado direito da Equagao (25.16):

[3 + 4620 — 0,5(6,701082)]
2

v =2+ 1 =6,275811

0 que representa um erro relativo porcentual de 1,31%. Esse resultado, por sua vez, pode
ser substituido de volta na Equagao (25.16) para posterior correcao:

[3 4 4¢%51 —0,5(6,275811)]
2

=2+ 1 =6,382129

o que representa um |&,| de 3,03%. Observe como os erros as vezes crescem conforme a ite-
racdo continua. Tais aumentos podem ocorrer especialmente para tamanhos de passo
grandes e nos impedem de tirar a conclusdo geral de que uma iteracao adicional sempre ird
melhorar o resultado. Entretanto, para um tamanho de passo suficientemente pequeno, a ite-
racdo iria eventualmente convergir para um dnico valor. No nosso caso, 6,360865, o que
representa um erro relativo de 2,68%, obtido depois de 15 iteragdes. A Tabela 25.2 mostra
resultados para o restante dos cdlculos usando o método com 1 e 15 iteragdes por passo.
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No exemplo anterior, a derivada € uma fun¢o tanto da varidvel dependente y quanto
da varidvel independente x. Para o caso de polindmios, nos quais a EDO € apenas uma
funcdo da varidvel independente, o passo do preditor [Equacgdo (25.16)] ndo € necessario
e o corretor € aplicado apenas uma vez para cada iteracdo. Em tais casos, a técnica € ex-
pressa concisamente como

n S + f(xi+1)h

> (25.18)

Yi+1 = )i
Observe a semelhanca entre o lado direito da Equagdo (25.18) e a regra do trapézio
[Equagdo (21.3)]. A ligag@o entre os dois métodos pode ser formalmente demonstrada
comecando com a equacio diferencial ordindria

d

Y _
E_f(x)

Essa equagdo pode ser resolvida por integragao:

Yit+1 Xit1
/ dy = flx)dx (25.19)
Vi Xi
o que fornece
Xit1
Yitl — Vi = Sfx) dx (25.20)
ou
Xit1
Yit1 =yi + Sx) dx (25.21)

Xi

Agora, lembre-se, do Capitulo 21, de que a regra do trapézio [Equacao (21.3)] € definida por

i fo) + f(Xi+1)h

fx)dx = > (25.22)

em que & = x;41 — x;. Substituindo a Equacdo (25.22) na Equacdo (25.21), obtemos

2 (25.23)

Yit1 =Yi +
o que ¢é equivalente a Equacio (25.18).

Como a Equagdo (25.23) é uma expressao direta da regra do trapézio, o erro de trun-
camento local é dado por [lembre-se da Equagdo (21.6)]

') 5
E,=——>=h 25.24
' D ( )

em que & estd entre x; e x;41. Logo, o método € de segunda ordem porque a segunda de-
rivada da EDO ¢€ zero quando a solucdo verdadeira € quadratica. Além disso, os erros
local e global sdo oW e O(h?), respectivamente. Portanto, a diminui¢do do tamanho do
passo faz que o erro decres¢a a uma taxa mais rdpida do que no caso do método de Euler.
A Figura 25.11, que mostra o resultado do uso do método de Heun para resolver o
polindmio do Exemplo 25.1, ilustra esse comportamento.

25.2.2 O Método do Ponto Médio (ou do Poligono Melhorado)

A Figura 25.12 ilustra uma outra modificagdo simples no método de Euler. Chamada de
método do ponto médio (ou do poligono melhorado ou de Euler modificado), essa técni-
ca usa o método de Euler para prever um valor de y no ponto médio do intervalo
(Figura 25.12a):

h
Yig12 = Yi + flxi, yi)i (25.25)



602

METODOS DE RUNGE-KUTTA

FIGURA 25.11
Comparacdo da solugdo
verdadeira com solugdes
numéricas usando os
métodos de Euler e de Heun

Método de Euler

Método de Heun

Solucao verdadeira

. ~ 3 X
para a infegragdo de
y' = —2x3 + 12x2 = 20x + 8,5.
y 4 Inclinag@o = flx; , 1 yi . 172)
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FIGURA 25.12 X Y :
Descricdo gréfica do método

do ponto médio. (a) Equacdo
[25.25] e (b) Equagao (25.27).

(b)

Entdo, esse valor previsto é usado para calcular uma inclinacio no ponto médio:

Yieip = fis2, Vi172) (25.26)

a qual supomos representar uma aproximacao vélida da inclinagdo média para o inter-
valo todo. Essa inclinac@o € entdo usada para extrapolar linearmente de x; a x;y
(Figura 25.12b):

Yit1 = Yi + f&Kig12, Yig1/2)h (25.27)

Observe que, como y;;| ndo aparece em ambos os lados, o corretor [Equagao (25.27)] ndo
pode ser aplicado iterativamente para melhorar a solucao.
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Como na se¢do anterior, essa abordagem também pode ser ligada as féormulas de in-
tegracdo de Newton-Cotes. Lembre-se, da Tabela 21.4, de que a férmula de integragdo
aberta de Newton-Cotes mais simples, a qual ¢ chamada de método do ponto médio, pode
ser representada por

b
/ f(x)dx = (b —a) f(x1)

em que x; é o ponto médio do intervalo (a, b). Usando a nomenclatura do caso presente,
ela pode ser expressa como

Xit+1

Jf(x)dx = hf(xit1/2)
Xi

A substituicdo dessa formula na Equagdo (25.21) fornece a Equagdo (25.27). Logo, do
mesmo modo como o método de Heun pode ser chamado de regra do trapézio, o método
do ponto médio leva seu nome da férmula de integragdo subjacente na qual é baseado.

O método do ponto médio é superior ao método de Euler porque utiliza uma estima-
tiva da inclinag@o no ponto médio do intervalo de previsdo. Lembre-se, de nossa discussio
de derivacdo numérica na Se¢do 4.1.3, de que diferencas divididas finitas centradas sdo
aproximagoes melhores das derivadas do que as versdes tanto progressiva quanto regres-
siva. No mesmo sentido, uma aproximagdo centrada tal como a Equagdo (25.26) tem um
erro de truncamento local de O(h*) em comparagio com a aproximagdo progressiva do
método de Euler, o qual tem um erro de O(h). Conseqiientemente, os erros local e global
do método do ponto médio sdo oh?) e O(h?), respectivamente.

25.2.3 Algoritmos Computacionais para os Métodos de Heun
e do Ponto Médio

Tanto o método de Heun com um tnico corretor quanto o método do ponto médio podem
ser facilmente programados usando a estrutura geral descrita na Figura 25.7. Como nas
Figuras 25.13a e b, rotinas simples podem ser escritas para tomar o lugar da rotina de
Euler na Figura 25.7.

FIGURA 25.13
Pseudocddigo para implementar os métodos (a) de Heun, (b) do ponto médio e
(c) de Heun iterativo.

(a) Método de Heun Simples sem Corretor (c) Método de Heun com Corretor

SUB Heun (x, y, h, ynew) SUB HeunIter (x, y, h, ynew)
CALL Derivs (x, y, dyldx) es = 0.01
ye =y + dyldx - h maxit = 20
CALL Derivs(x + h, ye, dyZdx) CALL Derivs(x, y, dyldx)
Slope = (dyldx + dy2dx)/2 ye =y +dyldx - h
ynew = y + Slope - h iter = 0
X=Xx+h Do

END SUB yeold = ye

CALL Derivs(x + h, ye, dyZdx)

(b) Método do Ponto Médio
slope = (dyldx + dy2dx)/2

SUB Midpoint (x, y, h, ynew) ye =y + slope - h
CALL Derivs(x, y, dydx) iter = iter + 1
ym =y + dydx - h/2 yve — yeold .
CALL Derivs (x + h/2, ym, dymdx) ea = ‘ Ve ‘ 100%
ynew = y + dymdx - h
X=x4+h IF (ea = es OR iter > maxit) EXIT
END SUB END DO
ynew = ye
X=Xx+h

END SUB
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Entretanto, quando a versdo iterativa do método de Heun é implementada, as modi-
ficagdes sdo um pouco mais complicadas (embora elas ainda se localizem em um dnico
mdbdulo). Desenvolvemos um pseudocédigo para esse propdsito na Figura 25.13¢. Esse
algoritmo pode ser combinado com a Figura 25.7 para desenvolver um software para o
método de Heun iterativo.

25.2.4 Resumo

Consertando o método de Euler, deduzimos duas novas técnicas de segunda ordem.
Mesmo que essas versdes exijam mais esfor¢o computacional para determinar a incli-
nagdo, a conseqiiente redug@o no erro nos permitird concluir em uma se¢@o subseqiiente
(Secdo 25.3.4) que a melhora na acurdcia em geral faz que o esforco valha a pena. Em-
bora existam certos casos nos quais as técnicas de programacao faceis como o método de
Euler podem ser usadas com vantagem, os métodos de Heun e do ponto médio sdo
geralmente superiores e devem ser implementados se forem consistentes com os objetivos
do problema.

Como observado no inicio desta secao, o método de Heun (sem iteracdes), o método
do ponto médio e, na realidade, a prépria técnica de Euler sdo versdes de uma classe mais
ampla de abordagens de passo Unico, chamadas de métodos de Runge-Kutta. Agora nos
voltaremos para uma deducdo formal dessas técnicas.
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