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Proposta de Resolucao Sumaria

Grelha de correcdo das respostas de escolha mdltipla:

1. ] 2. [ 3.
D) | B) | B)

4. Observe-se que sendo o ambito deste exercicio os numeros com quatro

algarismos pertencentes ao conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, ha que
excluir o 0 da casa dos milhares, podendo esta casa ser ocupada por
qualquer um dos restantes 9 algarismos. Sem restricdes, a casa das
centenas, das dezenas e das unidades pode ser ocupada por qualquer
um dos 10 algarismos. Logo, existe um total de 9 x 10 x 10 x 10 = 9000
ndmeros com quatro algarismos pertencentes ao conjunto indicado no
inicio.

4.1. Uma maneira de resolver esta questao sera calcular, primeiro, 0 numero

total de numeros de quatro digitos que ndo contém o 0. Ou seja, 0 nU-
mero total de niUmeros de quatro algarismos pertencentes ao conjunto
{1,2,3,4,5,6,7,8,9} (cujo valor é 9* = 6561). Assim, em resposta a
esta alinea tem-se um total de

9000 — 6561 = 2439

numeros diferentes de quatro digitos pertencentes ao conjunto
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} que contém o algarismo 0.

4.2. Fixado o 2 na casa das unidades, a casa dos milhares pode ser ocupada

por um qualquer digito entre 8 (ja que se exclui 0 0 e 0 2). O algarismo
das centenas pode ser um qualquer algarismo entre 8 possibilidades
(excluido o 2 e o digito fixado na casa dos milhares). Para o algarismo
das dezenas existem 7 possibilidades (excluidos os trés digitos ja fixa-
dos). Ou seja, existem

8 X 8 X 7 =448

numeros diferentes que nao tém digitos repetidos e que terminam em
2.
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5. A argumentacao apresentada pelo estudante conduz a uma sobreconta-
gem. Com efeito, suponhamos que entre 15 engenheiros informéticos
encontram-se o Alberto e o Antonio. Pelo argumento apresentado pelo
estudante, o Alberto pode ser o primeiro a ser escolhido e, entre os
restantes 5 elementos do grupo de trabalhado, pode surgir o Anténio e
mais 4 pessoas (X, Y, Z e W). Mas pode acontecer que entre os 15 en-
genheiros informaticos o Antdnio seja o primeiro a ser escolhido e nos
restantes 5 elementos surjam o Alberto e X, Y, Z e W. Ou seja, 0 grupo
de trabalho constituido pelo Alberto, o Anténio, 0 X, 0 Y,0Zeo W ¢
contabilizado pelo menos duas vezes.

Por forma a eliminar a sobrecontagem, observe-se que se qualquer ele-
mento puder integrar o grupo de trabalho, existem

(1)-(3

diferentes possibilidades para a constituicdo do grupo. Para grupos de
trabalho formados s6 por engenheiros eletrotécnicos, existem

()
6

possibilidades. Ou seja, existem

(26) (11)
6 6

maneiras diferentes para formar um grupo de trabalho em que pelo me-

nos um dos elementos seja um engenheiro informatico.
6.1. Case Base: n = 0. Neste caso m = n = 0 e, portanto,

> ()=S0 - () 0) 1= ()=

k=m
0 que prova o caso base.
Hipoétese de inducao: Dado n € N, arbitrario, suponhamos que

S()(E)- (e wenes

k=m

Tese de inducao:

n+1
1 1
(n+ )(k’) _ <n+ )2(n+1)—m7 VO<m<n+l
Z k m m

k=m
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Passo de inducao: Para se provar a tese de indugdo suponhamos que
m # 0. Assim sendo, resulta da férmula da extracao que

1\ [k _an—i-lk: n k—1

()0 -2 )6
_n—i—anrl n kE—1
om Z(k—l)(m—l)

em que, pela mudancga de variavel » = k — 1, a ultima soma € igual a

> (65

r=m

Em relacédo a esta soma, observe-se que por 1 < m < n + 1, tem-se
0 < m—1 < n, 0 que permite aplicar a hipétese de indugédo a esta
soma. Por esta hipétese,

r:é:l <Z) (mr— 1) - (mi 1) on—(m—1)

Consequentemente,

n+1
Z n+1\ [k _n+t 1 n\gn—m-1) _ (" +1 o(n+1)—m
k m m \m—1 m ’

k=m

onde na ultima igualdade utilizou-se novamente a féormula da extracao.

Suponhamos agora que m = 0. Neste caso,

S-S0,

com

n+1 n+1

n+1 n+1
S ()= (1Y)
k=0 k=1

onde, pela lei de Pascal,

NGRS JHES INES oI A FS oI AN!

k=1 k=1 k=1
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n

por (') = 0. Ou seja,

S () ()
()2 (")
> (1) +3 (1) =22 ()

onde na pendultima igualdade realizou-se a mudancga de variavel r =
k — 1. Aplicando a hip6tese de inducéao (para m = 0) a esta ultima soma

obtém-se entao .
n
2 =2.2" =21
> (3)

0 que completa a prova da tese de indugao para m = 0:

n+1
Z n+ 1y _ ontl
k

k=0

Il
ol
s ||M:
o

Pelo método de indugdo matematica, fica assim provado que para qual-
quer n € N tem-se que

" /n k n
— 2n—m
> (1)) = ()=
k=m
onde m € N é um qualquer valor entre 0 e n.
6.2. Pela revisdo trinomial tem-se que
i n k _(n " /n—m
EJ\m/) \m k—m)’
k=m k
onde, de acordo com a alinea 6.1,

> (%)

k=m

l
3

I
7\
3 3
N————

[\

i

3

Consequentemente,
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