Analise Infinitesimal
21175 — ano lectivo 2022-2023
fevereiro de 2023

e-f6lio Global época normal
proposta de resolucao

1. Considere a funcdo f: R — R, continua em R\ {0}, com expressao

ez+1+x_|_1

2 z <0

fz) =

2? —xsin(rr) +2 x>0

a) Mostre que f nao é continua em z = 0.

b) Estude a diferenciabilidade de f indicando Dy, o maior dominio
possivel para a sua derivada, e a expressao de f’ nesse dominio.

c) Calcule o limite lim @
T—=400 €T

Resolucgao:

a) No ponto z = 0, o limite lateral a esquerda
z+1 1 0+1 0 1

lim f(z)= lim e tz+l_ e +0+

z—0~

a—0-  x2+1 0+1
da func¢do no ponto: f(0) =0—0 x sin(0) + 2 = 2, logo a funcao f(x)
nao ¢ continua em 0.

= ¢ + 1 difere do valor

, . . . 4 2 . ~ 41 L,
O calculo directo do limite lateral é possivel pois a funcao % é

continua em R e, em particular, no ponto x = 0. A funcao e* é uma
funcao béasica e, portanto continua. A sua composicao com o polindémio
x+ 1 é também continua e esta definida pois o polinémo é uma funcao
continua e estd sempre no dominio da exponencial que é R. A soma e
o quociente dessa funcao composta com dois polindémios é ainda uma
funcao continua. Para além disso a fung¢ao no denominador nunca se
anula poisz € R = 22 > 0= 22 +1 >1 > 0. Nota: no enunciado é
dito que a funcao f é continua mas isso s6 garante a continuidade da
funcao ﬂ%ﬂ em | —00,0[. No entanto, para o calculo directo do
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e*tlya+1

P nao é descontinua em

limite, temos de mostrar que a funcao
x = 0.

b) Ponto x = 0: Pela alinea anterior sabemos que f nao é continua
em z = 0, logo f nao é diferencidvel em x = 0, isto ¢ 0 ¢ D.

Primeiro ramo: A funcao e* é uma funcgao bésica e, portanto diferen-

ciavel. A sua composicao com o polinémio x+1 é também diferencidvel

pois o polinémo é uma funcao diferenciavel. A soma e o quociente dessa

funcao composta com dois polinémios é ainda uma funcao diferenciavel.

Portanto f(z) é diferencidvel em | — 0o, 0[. Vamos calcular a expressao

da derivada de f neste intervalo:

f/( ) _ (ez+1+x+1)/(x2+127(e:+1+z+1)(x2+1)/ _ (ez"'lJrl)<12+i)72§(ez+1+x+1).

(z2+1) (z2+1)
2

Segundo ramo: A fungao x* — xsin(mx) + 2 é elementar e, portanto,
diferenciavel. E elementar pois é obtida a partir das funcoes basi-
cas: fun¢ao sin(z) composta com o monémio 7z, monémio z* e fungao
constante 2 (por adigdo), e identidade (por multiplicacdo). Logo f é
diferenciavel em |0, +oo[. A expressdao da derivada de f neste intervalo
é:

f'(z) = (2% — zsin(nz) + 2)' = 22 — sin(7z) — 7z cos(nx).
Conclusao: A fungio f(z) tem derivada com dominio Dy = R\ {0}
€ com expressao

(e + 1) (2?2 +1) — 2z (e* + 2+ 1)

s 1>2 <0
x
fix) =
2z — sin(nz) — mx cos(mx) x>0
¢) Consideramos a restrigao de f ao intervalo R*. Ai temos hI_P f(f) =
T—>+00 X

r? — wsin(rz) + 2

lim 5 . O limite lim sin(7z) ndo existe, pelo que
T—-+00 xT T—>—+00

vamos separar uma parcela contendo este termo e tentar usar ai o Te-
orema dos limites enquadrados.

O limite pretendido iguala

lim (1_sm(7m7)+3> = lim 1-— lim s1n(7rx)+ lim 3

T—+00 xT :L‘Q T—+00 T—r+00 5 rz—+oo I
Temos lim 1=1e lim — =0. Para além disso, temos —1 <
T—+00 r—+o00 I

sin(mz) < 1 e, sendo 2 € R, temos —1 < w < 1. Como



1

lim —— = lim — = 0 entao, pelo Teorema dos limites enquadrados,
T—r+00 x T—+00 I
sin(mx)

temos lim = 0.

T—~400 €T

Portanto, o limite pedido é

2 _ : 2
i L&) gy, Fowsinm) 2 o0

T—+00 IQ T—+00 ,],’2



2. Considere a fungao f(r) = 42°—52*+2, com derivada f'(x) = 2023 (z—

1).

a) Mostre que é verdadeira a seguinte afirmacdo: A fungdo f tem, no
maximo, uma raiz em cada um dos intervalos | — 00, 0[, |0, 1] e
]1, 400

b) Recorrendo, se necessario, a afirmagao da alinea anterior, mostre
que f tem exactamente uma raiz e que esta se encontra no inter-
valo | — 00, 0] .

Resolucgao:

a) Como a fungdo é um polindmio entdo é continua e diferenciavel. A
sua derivada também ¢é continua e anula-se em f’'(z) = 0 & 202%(z —
1) =0 < 2 =0Vz = 1. Entdo nos intervalos | — 0o, 0[, ]0, 1[ e ]1, +00]
a derivada nao se anula.

Queremos mostrar que em cada um desses intervalos existe, no maximo,
uma raiz da funcao f. Vamos supor que em um desses intervalos,
I, existem duas raizes de f, isto é, existem a,b € [ tal que f(a) =
f(b) = 0. Entao, pelo Teorema de Rolle, existe um ¢ €]a, b[C I tal que
f'(¢) =0, o que contradiz a nossa afirmacao anterior de que a derivada
nao se anula em cada um desses intervalos. Portanto podemos concluir
que a funcao f tem, no maximo, uma raiz em cada um dos intervalos
] —00,0[, ]0,1] e |1, +o0].

b) Observamos que f(0) = 2 > 0 e que f(1) = 1 > 0. Por ou-

tro lado, observamos que f(z) = a° (4—%—1— x% e, portanto, que
lim f(z)=-cce 1iI_iI_1 f(z) = +oo.
T—r—00 T—r+00

Havendo pontos a,b €] — oo, 0[ tais que f(a) > 0e f(b) < 0 entdo, pelo
Teorema dos valores intermédios, existe um ponto ¢ €] — oo, 0] tal que
f(c) = 0. Isto &, existe uma raiz de f nesse intervalo.

Nos restantes intervalos a fungao é monotona, tal como mostramos de
seguida. O termo 2023 > 0 para z > 0, e o termo x — 1 é negativo para
0 < z < 1 e positivo para x > 1. Assim, a derivada f'(z) = 2023(x — 1)
¢ negativa em |0, 1| e positiva em |1, +o0[, 0 que implica que a funcao
f € monétona decrescente em |0, 1| e mono6tona crescente em |1, +00.
Logo a restri¢ao da fungdo f ao intervalo |0, 1] tem contradominio |1, 2|
e a restrigdo ao intervalo |1, +oo[ tem contradominio |1, +oo[. Estes
intervalos nao contém a origem e, portanto, a funcao nao tem raizes ai.

Esta assim mostrado que f tem apenas uma raiz e que esta se encontra
em | — o0, 0].



3. Determine a familia de primitivas das seguintes func¢oes reais de variavel
real:

a) 5o
b) (3z +5)e .

+ €% cos(5e”) — x°.

Resolucao:

a) Temos

1
/(2 711 —l—e‘rcos(5em)—x3) dx =
T
1 x T 3
= 2x2+1d$—i— e’ cos(be®)dr — [ zdx =

= %/%d:@’—i—%/fwz COS(5€x)dI—/JI3d$ =

arctan(y/2z) = sin(5¢®)  z*
= - —+C, CeR
V2 5 g T €

b) Temos [(3z +5)e **dx = [ 3ze ¥ dx + [ 5e **dx. O segundo inte-
gral indefinido ¢ igual a —2 [ —3e % dx = —2e™ 3 + C, C € R.

Vamos fazer a primitiva¢ao por partes de [ 3ze **dzx sendo v/ = e™3"
e v =3z, e tendo u=—3e 3 e v/ = 3. Logo
—3x 1 —3x 1 —3x
3v e dr=—=¢ 3r — [ ——e ' x 3 dr=
N 3 ~ 3 ~
v u’ SN—— v S—— v’
u u

1

=—ze P+ /e3zd:c = —ze 3% — ge"% +C =

1
:—([L'—f—g) 6_3$+O, OER

Portanto a familia de primitivas da funcao é

5 1
—56_39” - (x+ §) e +C=—(r+2e*+C, CeR.



4. Calcule a area da regiao definida por

1+ 22
) ER?: 0<2 <1, 0<y< .
{(wy) <z< _y_Hx}

Resolugao:A area é dada por

1 2
14+
/ dx
0 1+
Para calcular este integral vamos decompor a funcao racional em frac-

coes simples. Fazendo a divisao do polindémio no numerador pelo poli-
némio no denominador obtemos

1+ 22 2
—rx—1+ .
1+ 1+z

Logo, temos

14 42 1 1
/ e d:c:/(x—l)dx+2/ dx =
0 l—l-I 0 0 1"‘(17

= {%—x}o—i—Q[ln\l—I—xHé:%—1+2(1n(2)—1n(1)) :21n(2)—%.




