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FIZ__F(;\:II;I;NTOS DE PROBABILIDADES E ESTATISTICA

ATIVIDADE FORMATIVA 2

Periodo de realizagao

Decorreu de 9 a 15 de Maio de 2023

Proposta de resolucao da Atividade

1.1 O espaco de resultados € o conjunto de todos os valores possiveis que se podem
obter quando se faz girar a roleta. Ou seja, é o conjunto

S =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15,16, 17, 18, 19, 20}

Este € o dominio da variavel aleatéria X, definida pelo nimero obtido por se fazer

girar a roleta,
X(i)=1i, i€S

1.2 Quando se gira a roleta s6 se obtém uma Unica casa numerada. Isto significa que
P(X >17)=P(X =18)+ P(X =19) + P(X = 20) (1)

Por outro lado, e de acordo com o enunciado,

P(X =18) = P(X =19) = P(X = 20) (2)
Deste modo, para se determinar a probabilidade (T), primeiro temos de calcular o
valor de (2).
De acordo com o enunciado, P(X > 14) = 4P(X < 15). Sejaentdo v = P(X <
15).

Como X (S) = S pode ser escrito como uma unido disjunta,
X(S)=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14} U {15, 16, 17, 18,19, 20}
tem-se
1=P(X e X(S))=P(X €{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13,14} )+

+P(X €{15,16,17,18,19,20}) = P(X < 15) + P(X > 14) = = + 4z = bz
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o que implica que P(X < 15) =z = 1 e, portanto, P(X > 14) = 4z = 3
Obtém-se, assim,

% — P(X > 14) = P(X = 15) + P(X = 16) + P(X = 17) + P(X = 18)+
L P(X = 19) + P(X = 20)

Como, de acordo com o enunciado, as probabilidades que surgem no lado direito
desta igualdade sao todas iguais entre si, tem-se, ainda,

4
E = 6P(X =1)
para qualquer ¢ = 15,16, 17, 18,19, 20. Deste modo
2
P(X =1) & 1= 15,16,17, 18,19, 20
e, assim,
2 6
PX>17)=P(X=18)+P(X =19)+ P(X =20) =3 x TR

1.3 De igual modo tem-se

P(X < 15) Z4P — i) = 14P(X = ig)

para qualquer i = 1,2,..., 14, pelo que

1

P(X =1iy) = —, Vipe{l,2,...,14}

70
Assim, designando por A o acontecimento "saida de uma casa numerada com um
numero par”, obtém-se

10 7 10 9
A) = P(X =2k) = P(X =2k P(X =2k)=Tx— —_ ==

P(4) =Y P(X=2k) =Y P(X =2k)+ Y P(X =2k) = Tx = +3x == = 5

2.1 Em relagao a este exercicio, observe-se que a componente aleatoria esta no resul-
tado obtido pelo langcamento do par de dados.
Conhecido o numero de pintas inscrito em cada um dos dados, o valor da soma
do numero de pintas € um resultado perfeitamente conhecido, e tnico. O mesmo
acontece com a aplicacao da regra "noves fora”. Ou seja, quer na soma dos va-
lores obtidos, quer na aplicagao da regra, nao ha nada de aleatério.
Isto significa que o espacgo de resultados é o espaco de resultados da experiéncia
aleatdria que consiste no langcaamento de um par de dados, ou seja, 0 conjunto

Q= {(i,j) 4,7 =1,2,3,4,5.6}

A variavel aleatéria subjacente a uma determinada experiéncia aleatéria tem por
dominio o espagoo de resultados da experiéncia aleatoria. No caso em analise,
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isto significa que a variavel aleatéria X tem por dominio o conjunto ). De acordo
com o enunciado, tem-se que X esta definida pelo valor obtido pela aplicacao
da regra "noves fora” a soma dos pontos obtidos pelo langcamento de um par de
dados. Dito de outro modo,

L i+j se i+j<9
X“”“‘{i+j—9se¢+jz9
para qualquer par ordenado (i, 7) € €.

2.2 Como se pode constatar por andlise de cada par (i,j) € {2, s6 para os pares
ordenados (1, 1), (5,6), (6,5) é que a aplicagao da regra "noves fora” ‘a soma das
coordenadas da o valor 2.

2.3 Como vimos na alinea anterior
X(1,1) = X(5,6) = X(6,5) =2

e sao so estas as 3 maneiras distintas para se obter X = 2. Por outro lado, num
langamento de dois dados, ha 36= #¢) resultados possiveis. Logo,

1
P(X=2)=> - L
36 12
Para se calcular PR<X<5)
P(X <5|X >2) = — —

observe-se que

P(2§X§5)=%, P(X >
onde n; (resp., ny) designa o numero de maneiras distintas como se pode obter

2 < X <5 (resp.,, X > 2). Logo,

1
ngmxzng

2.4 Em relagao a variavel aleatoria X, observe-se que
X(Q)=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8}
Isto significa que o dominio da fungao de probabilidade f de X é o conjunto
{0,1,2,3,4,5,6,7,8}
Uma analise semelhante a realizada na alinea 2.3 para o calculo de P(X = 2)
permite concluir que f, f(x) := P(X = x), é definida por
x o] 1 | 2| 3| 4 |5] 6 |7] 8
fl@)=P(X =x) [ 1/9 | 112|112 | 1/12 | 1/12 | 1/9 | 5/36 | 1/6 | 5/36

Para responder a segunda parte da questao, comece-se por observar que o dominio
de uma fungao de distribuicao € sempre igual R. Por conseguinte, o mesmo acon-

tece com o caso particular em estudo.

Para se determinar o modo como a funcao de distribuicdo F' da variavel aleatéria

X estéa definida, note que, por X (Q2) = {0, 1,2,3,4,5,6,7, 8}, tem-se:
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[¢] Para valores z negativos, nao ha nenhum elemento (i, j) € € para o qual se
tenha X (7,j) < . Ou seja, o conjunto {(7,7) € Q: X(i,5) < z} (abreviadamente
{X < z}) é vazio. Logo, e pelas propriedades duma probabilidade,

F(z):=P(X <x)=P®)=0

Mas isto no caso de x ser um valor negativo.
[¢] Para valores de x no intervalo [0,1 [, {X <z} = {X = 0}. Assim,

F(z) = P(X < 2) = P(X = 0) = £(0) = %
[e] Para valores de = no intervalo [1,2 [ ,{X <z} = {X € {0,1}}. Logo,
F() = P(X < ) = P(X € {0,1}) = P(X = 0)+ P(X = 1) = f(0) + /(1) = 5.
[¢] Generalizando, tem-se entao
F(r):= P(X <) = >, P(X =y) =
y<zx
y€{0,1,2,3,4,5,6,7,8}
= > fly).Vz eR
y<uw

y€{0,1,2,3,4,5,6,7,8}
Ou seja, a funcao de distribuicao F' esta definida por

(0 se x<0
1/9 se 0<z<1
7/36 se 1<xz<2
5/18 se 2<x <3
13/36 se 3<x<4
4/9 se 4<zx<5h
5/9 se 5<x<6
25/36 se 6<x<T
31/36 se T<zx<8
1 se x> 8

3.1 Dado que a variavel aleatéria X assume apenas os valores -1, 0, 1 e 2, em termos
da fungao de probabilidade f de X, f(z) := P(X = ), isto significa que

f(=D)+fO)+ f(D)+ f(2)=2a+03+04+a=1

ou seja, a = 0.1.
Com efeito, por X assumir valores no conjunto {—1,0, 1,2} e por este conjunto se
poder escrever como uma uniao de conjuntos disjuntos dois a dois,

{-1,0,1,2} = (] {n}

n=-—1

tem-se
2 2

1=P(Xe{-1,012})=> P(X=n)=> f(n)

n=—1 n=-—1
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3.2 Para os varios valores pedidos:
[e] Sendo 2 uma constante, tem-se

E(X+2)=EX)+E2)=E(X)+2

com

=(-1)f(=1)+0f(0)+1f(1)+2f(2) =04
Assim, E(X +2) =04+2=24.
[e] Tem-se

2

E(X?% = Z n*P(X =n) = Z n*f(n) =

n=—1 n=-—1
= (1) f(=1) + 0°f(0) + 1f(1) + 2°f(2) = 1
[e] Pelo calculo anterior tem-se E(X?) = 1 e, por conseguinte,

PX<E(X?*))=P(X<1)=P(X=-1)+P(X=0)=05

3.3 Considere-se a variavel aleatéria Y = X2. Atendendo aos valores assumidos pela
variavel aleatoria X, -1, 0, 1 e 2, resulta que Y sé pode assumir os valores 0, 1 e

4, tendo-se
P(Y =0)=P(X*=0)=P(X

0)=0.3
PY=1)=PX*=1)=P(X=-1)+P(X=1)=06

P(Y=4)=P(X?*=4)=P(X=2)=0.1

Em termos de fungcao de probabilidade ¢ de Y , isto significa que ¢ esta definida
no conjunto {0, 1,4}, tendo-se

4. Considere-se a variavel aleatéria X que designa o nimero de vezes que sai 0 numero 2
em cinco langamentos de um dado.
Como a probabilidade de sair o nUmero 2 mantém-se no primeiro, no segundo, no ter-
ceiro, no quarto e no quinto langamentos, sempre igual a p = 1/6 e, além disto, os cinco
langamentos correspondem a cinco provas independentes, a variavel aleatéria X segue
uma distribuicao binomial comn = 5 e p = 1/6. Pelo conhecimento que se tem sobre
a fungao de probabilidade correspondente a esta distribuigao, conclui-se assim que a
probabilidade pedida é igual a

roc-o = (o= (3) () () -5
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5.1 Considere a variavel aleatéria X que designa o niUmero de vezes que sai um ber-
linde defeituoso nas 20 tiragens. Como em cada tiragem existe reposi¢ao do ber-
linde retirado, a probabilidade de sair um berlinde defeituoso em cada tiragem é
sempre igual em cada uma das 20 tiragens:

15 3

Acresce que, ainda devido a reposicao, as 20 tiragens correspondem a 20 provas
independentes. Por estas razdes, a vari‘avel aleatéria X segue uma distribuicao
binomial com n = 20 e p = 3/16. Assim, a probabilidade de em 20 tiragens ser
encontrado um unico berlinde defeituoso € igual a

oy (200} 4 20-1 _ on o (13 19_15 13\ "

5.2 Mais geralmente, designemos por X,, a variavel aleatéria que designa o nimero de
vezes que sai um berlinde defeituoso em n > 1 tiragens. Pelas mesmas razoes
indicadas na alinea anterior, X,, segue uma distribuicao binomial com n e p =
3/16. Pretende-se determinar o menor valor de n tal que

n - 3 /13\""
0‘4<P(Xn:1):(1)p(1_p) 12”1_6(1_6>

ou seja, tal que

13\" 16 13 13
— 04X —x —==04x —
" (16) ERE TR 3
Resolvendo esta inequagao por "tentativa e erro”, tém-se
13 13
=1) —=08125<1.7(3) =04 x —
(n=1) & (3) =04 x 3

13\? 13
(n=2) 2 (%) = 1.3203125 < 1.7(3) = 0.4 x <

13\? 13
(n=3) 3 (E) = 1.609130859 < 1.7(3) = 0.4 x =

13\* 13
(n=4) 4 (E) = 1.743225098 > 1.7(3) = 0.4 x -

pelo que serao necessarias 4 tiragens para que a probabilidade de se retirar um
berlinde defeituoso seja superior a 40%.

6. Uma vez que agora os berlindes sao retirados sem reposi¢cao, as varias extragées deixam
de ser independentes e a probabilidade de saida de um berlinde defeituoso altera-se
de extracao para extracao, quer por se alterar o numero total de berlindes existentes
na caixa, quer por eventualmente se alterar o nimero de berlindes defeituosos que
permanecem na caixa (resultante, obviamente, de extragcdes anteriores de berlindes
defeituosos).

Isto significa que considerando a variavel aleatoria Y que designa o numero de berlindes
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defeituosos nos 20 berlindes retirados, Y segue uma distribuicao hipergeométrica
com N =80, M = 15 e n = 20. A probabilidade pedida é entao igual a

(2)(02) (9) ()
2 n—2 2 18
N 80
n 20
7. Seja X uma variavel aleatéria de Poisson de parametro A > 0. Neste caso, a funcao de
probabilidade de X é dada por

P(X =n)= )\—'6_)‘
n!

sendo a fungao geradora de momentos Y x definida por

(e} )\n
Ux(t):=E () =) e"P(X =n) = 2::0 =

para todo ot > 0.

8. Designando por X4, Xp e X as variaveis aleatorias "numero de pessoas que se diri-
giam por hora aos centros, respectivamente, A, B e C”, decorre do enunciado que cada
variavel aleatéria X4, Xp, X tem uma distribuicao de Poisson de média, respetiva-
mente, E£(X4) = 5, E(Xp) = 10, E(X¢) = 3. Uma vez que o atendimento em cada
um dos trés centros era independente dos restantes, tem-se entdo que a nova variavel
aleatéria X = X 4+ X+ X "'nimero de pessoas que se dirigem por hora ao novo cen-
tro” tem uma distribuicdo de Poisson de média E(X) = E(X4)+ E(Xg)+ E(X¢) = 18.
Assim, a probabilidade de numa hora serem atendidas 12 pessoas neste novo centro &
igual a )

P(X =12) = 1182'2 e % =0.036782

9. Este exercicio relaciona as fungdes de probabilidade fx e fy de duas variaveis aleatérias
discretas, X e Y , com a funcao de probabilidade conjunta f das variaveis X e Y (ou
do par aleatério (X,Y')). Para se perceber a relagéo entre estas nogoes, note-se que
por Y ter valores no conjunto {0, 1,2, 3,4} tem-se

P(X =2)=P(X =2,V €{0,1,2,3,4})

Por outro lado, observe-se que o conjunto {0, 1,2, 3,4} pode claramente escrever-se
como uma uniao de conjuntos disjuntos dois a dois,

{0.1,2,3,4} = | J {v}

Isto permite concluir, por definicao de probabilidade, que

P(X=z)=P(X=uzY € {0,1,2,3,4}):P<X:x,Y6 U{y}> =Y P(X=zY=y)
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Atendendo a que a funcao de probabilidade conjunta f €, por definicao, dada por

e que a funcao de probabilidade fx da variavel aleatéria X é, também por definicao,
definida por

fx(x) = P(X = 1)

obtemos assim a igualdade bem conhecida ( fx coincide com a fungao de probabilidade
marginal de X)

fx(@)=P(X =12)=P(X =2,Y €{0,1,2,34}) =) P(X =2V =y) =) f(x,y)

(3)

Um raciocinio analogo permite ainda derivar a igualdade

3

fry)=>_ flxy) (4)

=0
9.1 Por recurso a igualdade (3), tem-se, assim,

4

0.30 = fx(0) = > f(0,y) = 0.10+ £(0,1) + 0.05+ 0+ 0

y=0

pelo que fica determinado o valor em falta na primeira linha da tabela: f(0,1) =
0.15. O mesmo raciocinio permite também determinar o valor em falta na segunda
linha da tabela, f(1,4) = 0.05.

Utilizando agora a igualdade (4), obtém-se

3
040 = fy(0) =) f(2,0) = 0.10 + 0+ f(2,0) + 0.15 = f(2,0) = 0.15

=0

3
020 = fy(2) =) f(2,2) =0.05+0.05+ 0+ £(3,2) = £(3,2) = 0.10

=0
Ficam assim a faltar trés valores: f(3,4), f(2,1) e f(2,4). Para o primeiro, note-se
que, por (3),

0.25 = fx(3) = 0.15+0+ £(3,2) +0+ £(3,4) = 0.154+0.10+ f(3,4) = f(3,4) =0
e por
0.05 = fy(4) =0+ f(1,4) + f(2,4) + f(3,4) = 0.05+ f(2,4) + 0= f(2,4) =0

Por fim, tem-se por

0.25 = fx(2) = f(2,0)+£(2, 1)+0+0.05+ f(2,4) = 0.15+ £(2,1)+0.05 = f(2;4) = 0.05

com o que fica completa a tabela:
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flr,y) |[y=0|y=1|y=2|y=3|y=4
z=0 | 010 | 0.15 | 0.05 | 0 0
t=1] 0 | 0.05 ]| 0.05 | 0.05 | 0.05
r=2 ] 015 | 005| 0 | 005 | O
=3 ] 015 | 0 | 010 | O 0

9.2 Esta alinea resolve-se de forma semelhante a pergunta 3.1. Uma vez que a variavel
aleatdria Y assume apenas os valores 0, 1, 2, 3 e 4, em termos da fungao de
probabilidade fy de Y, fy(y) = P(Y = y), isto significa que

O+ (D) + 2+ fv3)+ fy(4) =040+ a+0.20+0.10+0.05 =1
ouseja, a = fy(l) = P(Y =1) = 0.25.
9.3 Para se determinar o valor de
Cov(X,Y):= E(XY)—-EX)E(Y)

comece-se por notar que, calculos semelhantes aos realizados na alinea 3.2 para
se determinar o valor de E(X), conduzem a

3
E(X)=) xfc(r) =020+2x025+3x 0.25 =145

=0

4
E(Y)=> yfr(y) =025+2x020+3x0.10+4x 0.05=115
y=0

Por outro lado

E(XY)=> Y ayP(X =zY =y)=> Y ayf(x,y) =

z=0 y=0 z=0 y=0

3
Z(xx(]xf(x,())+x><1><f(x,1)+x><2><f(x,2)+

2=0
+r x 3% f(z,3) +x x4 x f(x,4)) =
=1x1xf(1,1)+2x1x f(2,1)+3x1x f(3,1)+
+1x2x f(1,2) +2x2x f(2,2) +3 x2x f(3,2)+
+1x3x f(1,3) +2x3x f(2,3)+3x3x f(3,3)+
+1x4x f(1,4)+2x4x f(2,4)+3x4x f(3,4) =15

Assim,
Cov(X,Y)=FE(XY) - EX)E(Y)=15—1.45x 1.15 = —0.1675

Sendo este valor diferente de zero, conclui-se, assim, que as variaveis X e Y nao
sao independentes.
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10.1
[10.1.1] A tabela seguinte exibe apenas os pontos amostrais (z,y) para os
quais a probabilidade conjunta f(z,y) = P(X = z,Y = y) € igual a ¢(2z + y).
Para todos os outros casos, f(z,y) = 0.

y=0|y=1|y=2|y=3 | Totais
rz=0 0 c 2c 3¢ 4c
r=1 2c 3¢ 4c 518 14c
T =2 4c 5c 6¢ Tc 22¢
Totais 6¢ 9¢ 12¢ 15¢ 42¢

Sendo f uma fungao de probabilidade conjunta, o total

2 3

D> Fay)=> > fla,y) =42

=0 y=0 z=0 y=0
Devera ser igual a 1, logo, ¢ = 1/42.
[10.1.2] Pela tabela conclui-se que

P(X:Z,Y:l):f(Q,l)ch:%

[10.1.3] Para se determinar o valor pretendido, dos valores da tabela ha que
somar aqueles destacados na tabela:

y=0|y=1]|y=2|y=3 | Totais
z=0 0 c 2c 3¢ 4c
rz=1 2c 3c 4c 5% 14c
T =2 4c 5c 6¢C Tc 22¢
Totais 6¢ 9¢ 12¢ 15¢ 42¢

Para este processo obtém-se

[10.1.4] A fungao de probabilidade marginal de X é dada por

3

fx(@)=P(X =)= f(z,y), 2 € NU{0}

z=0

e pode ser obtida a partir dos totais marginais da coluna da direita das tabelas
anteriores. Deste modo, obtém-se

6c=1/7T se r=0

l4e=1/3 se r=1

22¢=11/21 se xr =2
0 se reN,x>3

fx(z) =

De modo semelhante, a fungao de probabilidade marginal de Y

fr(y) =P =y)=>_ flx,y), y € NU{0}

y=0
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pode ser obtida a partir dos totais marginais da ultima linha das tabelas anteriores,
0 que conduz a

6c=1/7 se y =
9c=3/14  se Yy =

fr(y) =< 12¢=2/7 se Y=
15¢=5/14 se y=3
0 se reNy>4

10.2 As variaveis X e Y sao dependentes. Com efeito, pela alinea 10.1.2 tem-se

5
PX=2Y=1)=f(21)=—
(X=2Y =1)=f@2.1) =
diferente do valor do produto
P(X =2)P(Y =1) = fx(2)fr(1) = 2= x =
B T TR T o1 T 1

11.

11.1 Seja px(x): fungao de probabilidade marginal da v.a. X.

Vo : px(z)=P(X =z) = ZPX,Y(fan>

e py (z): fungao de probabilidade marginal da v.a. Y.
Vy : py(y) =P =y) = ZPX,Y(%Z/)

A tabela seguinte apresenta as fungdes de probabilidades marginais:

| pxy(z,y) [ Y =1000 [ Y =2000 [ Y =3000 | Y = 4000 || px(z) |

X =1000] 0.20 0.04 0.01 0 0.25
X =2000] 0.10 0.36 0.09 0 0.55
X = 3000 0 0.05 0.10 0 0.15
X = 4000 0 0 0 0.05 0.05

| py(y [ 03 [ 045 | 02 | 005 | |

11.2 Seja px|y(X = 2000]Y" = 2000) a probabilidade do primeiro titular ter um rendi-
mento mensal de 2000 euros, admitindo que o segundo titular tem um rendimento
idéntico.

px.y (X =2000,Y = 2000)
X =2000]Y =2000) = — =

0.36
=0 = 0.89

11.3

E(X) =" apx(z) = 1000 x 0.25+2000 x 0.55 +3000 x 0.15+4000 x 0.05 = 2000
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E(Y) =" ypy(y) = 1000 x 0.30+2000 x 0.45 +3000 x 0.20 +4000 x 0.05 = 2000
Y

Var(X) = Z(X — E(X))*px (z) = (1000—2000)? x 0.254 (2000 —2000)* x 0.55-+

T

(3000 — 2000)® x 0.15 + (4000 — 2000)2 x 0.05 = 600000
ox = /600000 = 774.6
Var(Y) =Y (Y = E(Y))*py(y) = (1000 —2000)? x 0.30+ (2000 — 2000)* x 0.45+

)

+(3000 — 2000) x 0.20 + (4000 — 2000) x 0.05 = 700000
oy = /700000 = 836.7

11.4 As variaveis X e Y sao independentes se se verificarem as seguintes condicoes,
para todos os valores de = e y:

prvlaly) = P2 (o)
pX|Y(33|y) = Z%é’)y) = py ()

donde,
Va,y: pX,Y(%Z/) = px(z)py (v)

Mas como pela alinea anterior pxy (X = 2000]Y = 2000) = 0.8 e px(X =
2000) = 0.55, conclui-se que as variaveis nao sao independentes.

11.5

Cov(X,Y) = E[(z — E(X)) (y = E(Y))] =YY (¢~ E(X)) (y - EY)) pxy(,y)

também se poderia utilizar
Cov(X,Y)=FEXY)—-EX)E(Y)
substituindo
Cov(X,Y) = (1000—2000)(1000—2000)0.204(1000—2000)(2000—2000)0.044 - - +

++(3000 — 2000)(3000 — 2000)0.10 + (4000 — 2000)(4000 — 2000)0.05 = 490000

O coeficiente de correlagao linear entre X e Y

cov(X,Y)
pXY = =
OxO0y
490000 0756

T 774.6 % 836.7
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E(R)=E(X+Y)==EX)+EY) =

= 2000 + 2000 = 4000
Var(R) =Var (X +Y) =Var(X) +Var(Y) +2Cov(X,Y) =
= 600000 + 700000 + 2 x 490000 = 2280000
or = V2280000 = 1509.97

12. Seja Y - v.a. numero de bolinhos de feijao de tamanho ndo conforme (abaixo do permi-
tido) entre os 5 retirados da fornada.
Entdo, Y segue uma distribuicao Hipergeométrica H(Mp, M (1 — p), N) em que p re-
presenta a proporcao de bolinhos nao conformes na formada (p = 0.01) e M o numero
de bolinhos que compde a fornada (M = 300).

Y ~ H(3,297,5)

A funcao de probabilidade de Y é:

Pretende-se

p(0)=P(Y =0) = ( g ) ( 227 ) 297! 51 295!

( 300 ) ~ 51300! 292!
5

P(Y >1)=1-0.951 = 0.049

=0.951

FIM



