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CRITERIOS DE AVALIACAO

e Para a correcao destas questoes constituem critérios de primordial importancia,
além da oObvia correcao cientifica das respostas, a capacidade de escrever clara,
objetiva e corretamente, de estruturar logicamente as respostas e de desenvolver
e de apresentar os calculos e o raciocinio matematico corretos, utilizando notacao
apropriada.

e Todos os célculos, raciocinios e afirmacoes efetuados devem estar cuidadosa e deta-
lhadamente justificados.

e Nao ¢é atribuida classificagao a uma resposta nao justificada.

e Serao penalizados raciocinios contraditérios. De acordo com o grau de gravidade
serao ainda penalizadas afirmacoes incorretas.

CORRECAO SUMARIA

Nas paginas seguintes, a sugestao de uma sequéncia de resolugao para uma determinada
questao deve ser interpretada como uma das sequéncias possiveis. Serd atribuida cotacao
analoga se, em alternativa, for apresentada outra, igualmente correta.

As justificagoes apresentadas sao em geral muito mais breves do que é exigido numa prova
de avaliacao.

1.1. Um numero é divisivel por 5 se, e somente se, o algarismos das unidades for igual a
0 ou a 5. Assim,

{(a,b,c) : 5](6a41b2c)10}

={(a,b,0) : a,b € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}} U{(a,b,5) : a,b € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}}
(uniao disjunta), pelo que

#{(a,b,c) : 5| (6a41b2¢)10}

= #{(a,b,0) :a,b € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}} + #{(a,b,5) : a,b € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}}
— (10 x 10) + (10 x 10) = 200



1.2. De acordo com o critério de divisibilidade por 9 do texto sobre Congruéncias, (6a41b2c¢);
é divisivel por 9 se, e s6 se,

6+a+4+14+b+24+c=134+a+b+c

for um multiplo de 9. Para que um tal nimero também seja divisivel por 5, dois
casos terao de ser considerados: ¢ = 0 ou ¢ = 5. Atendendo a que a,b € N com
0 <a,b <9, para a primeira situagao os casos possiveis sao assim

e 13+a+b=18 <= a+b=5 ()
e 13+a+b=27 <= a+b=14 (*x)

O caso (*) é idéntico ao do problema da pag. 67 do manual. Pelo mesmo raciocinio

conclui-se que existem
5+2—-1\ [6\ 6
5 - \5)

diferentes solugdes da equagao a + b = 5. Para o caso (xx) existem 5 solugoes da
equacao a + b = 14.

Para a situacao ¢ = 5, os casos possiveis sao entao
e 3+a+b+5=18 <= a=b=0
e 3+a+b+5=27T <= a+0=9
e 13+a+b+5=36 < a+b=18 <= a=b=9

em que, de modo andlogo a (x), existem

)

diferentes solugoes da equacao a + b = 9.

Considerando os cinco casos possiveis resultantes dos critérios de divisibilidade por
9 e por 5, conclui-se que existem 6+5+1+ 1041 = 23 diferentes niimeros da forma
(6a41b2¢)10 que sao divisiveis por 5 e por 9.

1.3. Comecemos por determinar quantos nimeros da forma (6a41b2¢)qq s@o divisiveis por
9. Atendendo ao critério de divisibilidade por 9 do texto sobre Congruéncias, ha
trés casos a considerar:

e 13+a+b+c=18 < a+b+c=5
e B4+a+b+c=27 < a+b+c=14 (xxx%)
e 13+a+b+c=36 < a+b+c=23

Tal como anteriormente, existem

5 _

+3-1 _ 7 _ 91
5 5

diferentes solugoes da equacao a + b+ ¢ = 5.
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O caso (***) resolve-se seguindo a sugestao do Exercicio 5 da pég. 77 do manual.
Considere-se o conjunto S; das solugbes de (***) com x; > 9. Estas solugoes
correspondem as solucoes da equagao (y; + 10) + x9 + x5 = 14, equivalente a y; +
o + x3 = 4. Decorre entao do problema da pag. 67 do manual que existem

(7)==

elementos do conjunto S;. Definindo Sy e S3 como o conjunto das solugdes de (
com, respetivamente, o > 9 e x3 > 9, conclui-se de igual modo que

#Sy = #S53 = #51 = 15

>I<>l<>|<)

Sendo o nimero total de solugdes inteiras nao negativas de (***) igual a

14+3-1 16
( 14 )‘ <14) =120

(cf. problema da péag. 67 do manual), conclui-se que o nimero total de solugoes de
(***) com 0 < 1, 29,23 < 9 é igual a

120 — #S1 — #£S> — #55 = 7]
Relativamente a equacao a+b-+c = 23, note-se as solugoes procuradas sao da forma
(9—551)4‘(9—.%2)4—(9—1‘3):23 — 11 +22+23=4

para 0 < 21,209,253 < 9, x1,29,23 € N. Tal como anteriormente conclui-se que

existem 431 6
R =15
()-0)

diferentes solugoes da equagao xy + xo + x3 = 4.

Considerando os trés casos possiveis resultantes do critério de divisibilidade por 9,
conclui-se que existem 21 4 75+ 15 = 111 diferentes nimeros da forma (6a41b2¢);
que sao divisiveis por 9.

Designando por X; (resp., Xg) o conjunto dos nimeros da forma (6a41b2c);y que
sao divisiveis por 5 (resp., por 9), conclui-se pelas alineas anteriores que existem

H#(X5UXg) = # X5+ #Xog — #(X5N Xg) =200+ 111 — 23 = 288
diferentes nimeros da forma (6a41b2¢)q que sao divisiveis por 5 ou por 9.
2.1. Resolugao: Fim pég. 46, inicio pag. 47 do manual.
2.2. Mediante a mudanca de variavel m = r + ¢ obtém-se

S =)

1=0 m=r

"Note-se que #(S; N S;) = #(S1NS2NS5) =0, 4,5 =1,2,3,i # j.
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r+n m r+n m
Z ( ) = Z ( ) (pela lei da simetria)
m—r r

m=r

r+n+1
r+1

1
= <T T ) (pela lei da simetria)
n

) (pela férmula adigao do indice superior)

3. Como mdc(ac, bd) = 1, pelo teorema de Bachet-Bézout existem x,y € Z tais que
(ac)x + (bd)y =1

Como cz,dy € Z, a igualdade é ainda igual a a(cx)+b(dy) = 1, o que pelo Coroléario
1.8 implica que mdc(a,b) = 1 ja que, por definigdo, mdc(a, b) > 0. De igual modo
conclui-se que ¢ e d sao nimeros primos entre si.

4. Por definicao de maximo divisor comum,
mdc(—63792, 725) = mdc(63792, 725),

Por sucessivas aplicagoes do algoritmo de Euclides (Lema 1.4) tem-se

o 63792 = 725 x 87 + 717 = mdc(63792, 725) = mdc(725, 717)
o 725=T717x1+8 = mdc(725,717) = mde(717, 8)
o 717=8x894+5 = mdc(717,8) = mdc(8,5)

em que mdc(8,5) = 1 por 5 ser um nimero primo que nao divide o 8 (Lema 1.11,
alinea 1).

5.1. O polinémio caracteristico correspondente a
a, = 379a,_1 — 378a,,_», n > 2

¢ igual a
p(t) = t* — 379t + 378,

de raizes iguais a 1 e 378. Cada termo a,, da solucao geral é entao igual a

a, = o+ p378",
para
a+B8=ap=0, a+3785=a =-377.
Ou seja, a =1 e f = —1. Consequentemente,

a, =1-—378", VneN.

5.2. Consequeéncia do Exercicio 3.1.1 da Atividade Formativa 2 para a =1 e b = 378.



5.3. Tem-se 377 = 29 x 13, o que significa que 29 é um divisor de 377. Por outro lado, pela
alinea anterior, 377 é um divisor de cada a,. Logo, pelo Lema 1.1 (transitividade),
29 é também um divisor de cada a,, n € N. Sendo 29 um ntmero primo, resulta
entdo do Lema 1.11 alinea 1 que mdc(a,,29) =29, n € N.

5.4. De modo semelhante conclui-se que mdc(a,, 13) = 13 para qualquer n € N, o que

implica que cada fragao %, n > 1, é redutivel.



