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Resolucao e Critérios de Correcao

1. O Francisco convidou 5 colegas para irem com ele ao cinema. Comprou 6
bilhetes com numeracao seguida numa determinada fila. Ao chegarem
a sala apercebeu-se que dois deles (o Jodao e o Fernando) estavam
incompatibilizados. De quantas maneiras diferentes se podem sentar
de modo a que o Jodo e o Fernando nao fiquem lado a lado e o lugar
do Jodo tenha numeragdo mais baixa do que o lugar do Francisco?
(Escolha a opcgao correta)

Nenhuma das opcdes anteriores
Resolucao: a)

2. Sejam f e g funcles tais que f € bijetiva e f o g é sobrejetiva. Nestas
condicoes: (Escolha a opgao correta)
a) A fungao g é injetiva
b) A funcao f o g é injetiva
c) A funcao g é nao injetiva
)

d) Nenhuma das op¢des anteriores

Resolucao: d)

3. Seja X um conjunto finito. Relativamente a cardinalidade de X U(X x {a})
podemos afirmar que: (Escolha a opcao correta)

a) Sea € X entdo #(X U (X x{a})) =#X
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b)
c)
d)

Sea ¢ Xentdo #(X U (X x{a})) =#X+1
Quer a € X quera ¢ X temos que #(X U (X x {a})) =2 (#X)
Quer a € X quer a ¢ X temos que #(X U (X x {a})) = #X

Resolucao: c¢)

4. Prove que para todo n € N setem (z +1)" > 1+ nx com z > 0.

(@)

Pelo método de indugdo matematica.

Resolucgao: Provemos o resultado Vn € N, (z+1)" > 14 nz com
x > 0, usando o principio de indugao matematica.

Caso base: Provemos que o resultado é vélido para n = 0:
(r+1)°=1>1=1+0z. Logo o resultado é véalido para n = 0.

Passo de indugao: Provemos que, para todo o k£ € N, se o resul-
tado é valido para k entdo é valido para k£ + 1. Tomemos k € N
arbitrario e suponhamos, por hipétese de indugéo, que o resultado
é vélido para k, i.e. supomos que (z + 1)¥ > 1 + kx. Queremos
provar que (x + 1)*1 > 1+ (k+ 1)z,

H.I.
Ora, (z+1)*! = (z+1)k(x+1) > (1+kx)(z+1) =1+kr+ax+

kx* = 1+ (k+1)x+kz* > 1+ (k+1)z. Na pentltima desigualdade
usa-se, para além da H.l., o facto de sabermos que = + 1 é positivo
visto x > 0. A ultima desigualdade resulta do facto de sabermos
que kz? é nédo negativo.

Logo, pelo principio de inducdo matematica, provamos que Vn €
N, (x4+1)" > 1+ nzcomz > 0.

Usando uma igualdade binomial.
Resolucao:

(z+1)" =3k ()" = (§)2"+ ()" + (Z):ﬁ +o+ <n)x" >

N

-~

>0
(02" + (})z' =1+ na.
A desigualdade resulta do facto de sabermos que z* > 0, k =
2,...,nvisto x > 0.

Cotacgdes: 4(a): 0,6 valores (Base: 0,1; Hip. Ind: 0,05; Tese Ind: 0,05;
Passo: 0,35; Conclusao: 0,05); 4(b): 0,4 valores

5. Entre 120 alunos que frequentam o mesmo colégio e que tém ao seu dispbr
trés atividades extra-curriculares, 20 fazem ballet, 80 tém musica e 40
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praticam natacdo. Sabe-se ainda que um aluno que tenha ballet ndo
tem mais nenhuma atividade extra-curricular e que ha exatamente 30
alunos que estao simultaneamente na musica e na natagao.

(@)

Ha alunos sem nenhuma atividade extra-curricular? Se sim, indi-
que quantos. Se nao, justifique.

Resolucao: De entre os 120 alunos considerados, designemos
por B, M e N respetivamente o conjunto dos alunos que pratica
Ballet, que tem musica, que pratica natagao.

O conjunto BU M U N corresponde ao conjunto de alunos que tem
alguma atividade extra-curricular, pelo que 120 — #(B U M U N)
nos da o numero pretendido, ou seja, 0 numero de alunos sem
atividade-extracurricular.

Ora, #(BUMUN) = #B+#M +#N —#(BNM)—#(BNN) —
#MNN)+#(BNMNN)=20+80+40—0—-0—-30+0 = 110.
Concluimos assim que ha 120 — 110 = 10 alunos sem atividade
extra-curricular.

Quantas maneiras distintas existem de distribuir 25 barras ener-
géticas (todas iguais) pelos alunos que praticam ballet sendo que
cada aluno tem de ficar com pelo menos uma barra?

Resolucao: Ha varias demonstracdes possiveis. Apresentamos
trés alternativas.

e Sendo X o conjunto de todas as barras, #X = 25, e Y o con-
junto dos alunos que tém ballet, #Y = 20, teremos que considerar
todas as fungdes sobrejetivas com os elementos de X indistingui-
veis e 0s elementos de Y distinguiveis (entrada 6 da Tabela dos
Doze Caminhos). Logo existem (5771) = (j;) = 1o = 42504
possibilidades.

e Havendo 25 barras e considerando que cada um dos 20 alunos
terd de ter uma barra, sobram apenas 25-20=5 barras para distri-
buir. Sendo X o conjunto das barras restantes #X = 5,eY o
conjunto dos alunos que tém ballet, #Y = 20, temos que consi-
derar todas as fungbes com os elementos de X indistinguiveis e
os elementos de Y distinguiveis (entrada 4 na Tabela dos Doze
Caminhos). Logo existem (**27") = (%) = 2L = 42504 possi-
bilidades.

e Havendo 20 alunos que praticam ballet e sabendo que cada
aluno fica com pelo menos uma barra, distribuimos uma barra por
cada aluno e restam apenas 5 barras para distribuirmos pelos alu-
nos de Ballet sem qualquer restricdo. Podemos pensar em colocar
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as 5 barras numa fila e 20-1=19 separadores que indicam com
que aluno(s) essas barras ficardo. O numero de maneiras diferen-
tes de colocar 19 separadores numa fila de 19+5=24 elementos é
(%)) = 2% = 42504.

19 19! 5!

Cotagao: 5(a): 0,5 valores (#(BUM U N) = 120—#(BUMUN): 0,1;
formula da cardinalidade da unido: 0,05; aplicacao desta ultima férmula:
0,25; conclusao 0,1). 5(b) 0,5 valores.

6. Usando uma das igualdades binomiais estudadas, prove que existe = € N,
tal que

(n) +2(n) +22(n) +...+2”<n) = 2", paratodon € N.
0 1 2 n

Resolugcao: Temos que

(22 G 26) = T () = Sk (s e
24 1)" =3,

Provamos assim que existe x = 3 € N nas condi¢des pretendidas.

Cotacdo: 0,6 valores (conhecer o Bindbmio de Newton: 0,1; aplica-lo
corretamente: 0,5)

7. Suponha que existem duas funcoes injetivas f : N — X eg: X — N.
Sera X um conjunto enumeravel? Se sim prove, se nao justifique.

Resolucao: Com aritmética cardinal seria muito simples provar que X
era um conjunto enumeravel. Com os resultados do manual havia tam-
bém varias formas de o fazerem. Apresentamos aqui duas dessas pos-
siveis resolugdes.

e Como N é um conjunto infinito e f : N — X é uma fungéo injetiva
temos que X € um conjunto infinito.

Como g : X — N é uma funcgao injetiva temos que a fungdo g : X —
g(X) C N (fungdo que coincide com g mas cujo conjunto de chegada
é g(X)) é bijetiva. Sendo X conjunto infinito concluimos que g(X) é
conjunto infinito.

Sabemos que todo o subconjunto infinito de N tem cardinalidade Yy,
logo g(X) tem cardinalidade x,, ou seja, g(X) é numeravel, isto &,
existe uma bijegao entre g(X) e N. Seja s tal bijegao. A fungdo com-
posta sog: X — N é uma bijecdo. Logo X é numeravel. Sabemos que
um conjunto infinito € numeravel se e somente se for enumeravel. Logo
X é enumeravel.
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e Como g : X — N é uma funcao injetiva temos que a funcédo g : X —
g9(X) € N (fungéo que coincide com g mas cujo conjunto de chegada é
g(X)) é bijetiva.

A fungdo inversa ! : g(X) — X é obviamente uma fungéo bijetiva.

Como f : N — X é uma fungao injetiva temos que X é um conjunto
nao vazio. Fixemos m € X. Seja h: N — X a funcao definida por

_ [ 57 (n) seneg(X)
h(n)—{ m sen ¢ g(X)

Provemos que a funcao h € sobrejetiva. Seja x € X arbitrario. Tomemos
g§(z) € g(X) C N. Temos que h(g(z)) = §~'(§(z)) = =.

Logo h € sobrejetiva.

Provamos assim que X (conjunto ndo vazio) é imagem sobrejetiva do
conjunto dos numeros naturais. Concluimos que X é enumeravel.

Cotagéao: 0,5 valores (conhecer a nog¢ao de conjunto enumeravel: 0,1;
provar que é enumeravel: 0,4)

FIM
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