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FIZ__F(;\:II;I;NTOS DE PROBABILIDADES E ESTATISTICA

ATIVIDADE FORMATIVA 1

Periodo de realizacao

Decorreu de 21 a 31 de Margo de 2023

Proposta de Resolucao da Atividade

1. Para os itens em analise temos:
Dados Qualitativos: sexo, estado civil, habilitagdes literarias e categoria profissional.
Dados Quantitativos: idade, numero de filhos, antiguidade na empresa, salario atual e
avaliagcao obtida no ano transato.

2. O enunciado é omisso quanto ao numero total N de observacdes. Este pode ser obtido
tendo em atengao que, por definicao de frequéncia absoluta acumulada,

Ne 40
08=to=7 =%

ou seja, N = 50. Deste modo, por definicao de frequéncia relativa, tem-se
n
0.36:fB:WB:»nB:18

pelo que a frequéncia absoluta acumulada Np € igual a

NB :NA+HBI 1248 =30
Isto permite-nos determinar agora os valores em falta na quarta linha do quadro:

ne
nC:NC—NB:40—30:10:fC:W:O.QO

Para completar a ultima linha, relativa a D, observe-se que

N=ng+ng+nc+np=Ng+nc+np=Nc+np=DNp

fatfet+fet+tfop=Fp+fct+tfop=Fc+ fa=Fp=1
Deste modo,

fo=Fp—F-=1-080=0.20=np=Nfp=10
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Para o preenchimento da linha relativa a A, basta notar que ny = N, = 12 e que
fa = Fy = 5. Em particular, resulta daqui que

Fp=F4s+npg=0.2440.36 = 0.60

Fica assim completo o quadro:

Al12]|12|0.24 | 0.24
B |18 | 30 | 0.36 | 0.60
C |10 |40 |0.20 | 0.80
D |10 |50 | 0.20 1

3.1 As duas primeiras questoes deste exercicio sao semelhantes ao exercicio anterior,
mas ligeiramente mais complexa a determinac¢do do tamanho N da amostra. Para
tal note-se o seguinte. Como

ot it fo=Fi+f2=074 ¢ fo+t i+fotfat+tfa=1

tem-se
fot+ fi=1-0.74=0.26

Mas, por definigdo de frequéncia relativa,

ns + Ny . 64+40

26 = = =
026 =fs+ fu N N

o que conduz a N = 400.

3.2 O exercicio segue agora como no exercicio 2. Para a segunda linha tem-se
No
NO:n():lOO, FOZf():—:OQE)
N
para a terceira linha,
fi=Fi— fo=050—-0.25=0.25 n; =Nf, =100, N; = Ny+n; =200
para a quarta linha,
TZQ:Nf2:96, N2=N1+n2:296, F2:F1+f2:074
para a quinta linha,
Ny =Ny +ny =360, fy=-> =016, Fy=F+ fy =090
e, finalmente, para a ultima linha, e pelas mesmas razdes indicadas no exercicio
2,
Ny
N, = N = 400, f4:W:0.10, Fy=1

Obtém-se assim o quadro seguinte:
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ni | Ni| fi | F ]
0 | 100 | 100 | 0.25 | 0.25
1| 100 | 200 | 0.25 | 0.50
2| 96 | 296 |0.24 | 0.74
3| 64 | 360 | 0.16 | 0.90
4 | 40 | 400 | 0.10 1

3.3 Ordenando por ordem crescente os dados obtidos, a mediana corresponde ao valor
tal que 50% das observagdes sdo menores ou iguais a ela. Contudo, no caso
presentemente em analise, a colecao tem um numero par de dados: N = 400.
Logo, neste caso nao ha um elemento central da colecao dos dados ordenados,
mas um par de elementos centrais, correspondentes aos dados com as ordens
200 e 201.

Por observagao do quadro construido na alinea anterior (que de certo modo ja tem
implicita a ordenagcao mencionada), verifica-se que o 200° elemento da colegcao
ordenada foi uma vez ao seu médico de familia (/N; = 200 com n; # 0) e 0 201°
elemento foi duas vezes ao seu médico de familia (N, = 296 e N; = 200). A
mediana é entao igual ao valor da semi-soma % = 1.5.

Observe-se, contudo, que nao é necessario ordenar os dados para se determinar
as ordens 200 e 201. Estas podem ser obtidas pelos calculos % e % + 1.

3.4 Pensando ainda que os dados estao ordenados por ordem crescente, o 1° quartil
corresponde ao valor tal que 25% das observagdes sdao menores ou iguais a ele.
Como a amostra tem um numero par de dados, isto € equivalente a determinar
a mediana dos primeiros 200 elementos da amostra. Como 200 é também um
numero par, um raciocinio semelhante ao realizado na alinea 3.3 permite entéo
concluir que @), = 0.5.

O mesmo valor pode ainda ser obtido a partir dos 400 dados iniciais e utilizando os
calculos % = 100, % + 1 = 101 para determinar que dados intervirdo no calculo

do 1° quartil. Por observagao da tabela da alinea 3.2, conclui-se que o 100° dado

corresponde a nenhuma ida ao médico de familia (Ny = 100) e 0 101° dado a uma

ida ao médico de familia (N; = 200), pelo que o 1° quartil é igual a semi-soma

Ot — (.5,

C2onsidera<;6es semelhantes sao naturalmente validas para o 3° quartil. Por determinaco

da mediana dos 200 ultimos elementos da colecao de dados ordenados, conclui=

se que Q3 = 3. O mesmo valor pode ainda ser obtido pelos calculos % = 300,

#1041 = 301 e notando que 0 300° e 0 301° dados correspondem ambos a trés

idas ao médico de familia (N, = 296, inferior a 300, mas N3 = 360). Tem-se entao

Qs=(3+3)/2=3.

4.1 O nivel de escolaridade é um atributo qualitativo. Como existe uma relagdo de
ordem entre os diferentes niveis de escolaridade, o item em estudo € qualitativo
ordinal.

4.2 Para responder a esta questao, agrupemos primeiro os dados de acordo com as
respostas dadas em cada uma das freguesias. No caso da freguesia A, 3 pessoas
responderam ter o 1° Ciclo, 3 pessoas 0 2° Ciclo, 3 pessoas o 3° Ciclo, duas o
Secundario, duas a licenciatura e duas pessoas o0 mestrado. Nenhuma das pes-
soas inquiridas possuia o doutoramento. Feita a mesma analise para os inquéritos
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realizados na freguesia B obtém-se o quadro seguinte:

n; (Freguesia A) | n; (Freguesia B)

1° Ciclo 3 1

2° Ciclo 3 2

3° Ciclo 3 1
Secundario 2 3
Licenciatura 2 5
Mestrado 2 1
Doutoramento 0 2

Na freguesia B, a licenciatura é o grau de escolaridade que acolheu mais respos-
tas: 5 (Nricenciatura = D). Assim, nesta freguesia a moda é 5. Ja na freguesia A, o
maior numero de resposta, 3, foi para o 1° Ciclo, 2° Ciclo e 3° Ciclo. Neste caso, a
moda € a escolaridade entre 0 1° e 0 3° Ciclo.

4.3 Para cada freguesia, a amostra € de 15 elementos, um namero impar. Ordenando

os dados por ordem crescente do nivel de escolaridade, o ponto central da colegao
de dados corresponde ao dado com a ordem 8. Obviamente, ndo € necessario
fazer explicitamente esta ordenagao: o valor pode ser obtido pelo calculo (15 +
1)/2.

Assim, no caso da freguesia A a oitava resposta € o 3° Ciclo. Com efeito, por
analise do quadro da alinea 4.2 (que, de certo modo, tem implicita a ordenacao
crescente dos dados), as 3 primeiras respostas sao o 1° Ciclo, as 3 respostas
seguintes sao o 2° Ciclo (o que ja da um total de 6 resposta), e a sétima, a oitava e
a nona respostas sao o 3° Ciclo. Esta assim encontrado o valor da mediana para
a freguesia A: 3° Ciclo.

De modo semelhante, conclui-se que a mediana de escolaridade dos habitantes
da freguesia B € a licenciatura.

4.4 Sendo a variavel em analise qualitativa ordinal, nao faz sentido calcular a média.

4.5 Para a freguesia A podemos, por exemplo, pensar num grafico de barras para as

frequéncias absolutas:

Freguesia A

Doutoramento ||

Mestrado
Licenciatura

Secundario

32 Ciclo
22 Ciclo

12 Ciclo

Para a freguesia B utilizaremos um grafico circular ou de sectores representativo
das frequéncias relativas:
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ni | fi=1

1° Ciclo 1 | 0.067

2° Ciclo 2 | 0.133

3° Ciclo 1| 0.067
Secundario 3 | 0.200
Licenciatura | 5 | 0.333
Mestrado 1 0.067
Doutoramento | 2 | 0.133

Para se representar as frequéncias relativas sob a forma de um grafico circular,
comece-se por observar que o angulo de um circulo completo € de 360°. Logo, por
exemplo, 20% = fsecundario COrresponde a uma ™fatia” do circulo com um angulo
de 72° (regra de trés simples). Como a soma das frequéncias relativas € igual a
100%, podemos deste modo ™fatiar” todo o circulo

Freguesia B

Mestrado 12 Ciclo
7%

Doutoramento 7%
13%

4.6 Os graficos obtidos na alinea anterior sao relativos a frequéncias diferentes: para a
freguesia A, frequéncias absolutas, para a freguesia B, frequéncias relativas. Isto
significa que ter-se-a que ter alguma atengao para que, através dos dois graficos,
se possa concluir qual das freguesias apresenta maior nivel de escolaridade. Mas
observando ambos os graficos, ressalta de imediato que no grafico circular a licen-
ciatura, mestrado e doutoramento ocupam mais de metade do *bolo™, correspon-
dendo a mais de metade dos 15 habitantes inquiridos; enquanto que no grafico de
barras, estes trés graus académicos correspondem apenas a 4 respostas, numa
amostra de 15 elementos. Portanto, menos de metade das respostas. Conclusao:
o grau de escolaridade entre a populacdo com idades compreendidas entre os 30
e os 50 anos é mais elevado na freguesia B do que na freguesia A.

5.1 Se o angulo de um circulo completo € 360°, entdo uma ™fatia” do circulo com
um angulo de 90° corresponde a 25% do circulo (novamente, pela regra de trés
simples). Em termos do grafico do enunciado, isto significa que 25% dos 400
funcionarios estao a trabalhar na empresa ha 7 ou mais anos, mas ha menos de
15 anos. Ou seja, 100 funcionarios. Tem-se, assim,

nizas) = 100, firasp = 0.25
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O mesmo raciocinio aplica-se as restantes "fatias” do grafico, tendo que se ter
alguma atengcao com os arredondamentos. Por exemplo, 0 mesmo raciocinio apli-
cado ao sector representativo dos funcionarios que trabalham ha 15 ou mais anos
na empresa mostra que 27.78% dos 400 empregados estao nessa situagao. Se
se fizer o calculo para se determinar o niumero destes funcionarios, obtém-se o
valor 111.1, que, naturalmente, nao faz qualquer sentido quando estamos a falar
em pessoas. O nimero sera entao 111 empregados.

Ainda em relagao ao grafico, observe-se que no sector relativo aos funcionarios
mais recentes (ha menos de 1 ano na empresa), nao é indicado o angulo. Tal é
igual a

360° — (100 + 90 + 80 + 45)° = 45°

Pelos argumentos indicados, constréi-se assim a tabela seguinte:

<1 50 | 50 | 0.125 | 0.125
[1,3] 50 | 100 | 0.125 0.25
[3,7] | 89 | 189 | 0.2222 | 0.4722

[7,15] | 100 | 289 | 0.25 | 0.7222
>15 111 [ 400 | 0.2778 | 1

5.2 Como os dados estao agrupados por classes, para se calcular a média utiliza-se o

ponto médio z; de cada classe [ a;, b; |
’ a; + bz

Para o caso em analise, note-se que o ponto médio da classe dos funcionarios que
estdo ha menos de um ano na empresa é o ponto médio do intervalo [ 0,1[ (ndo
ha anos de antiguidade negativos), e o ponto médio da classe dos empregados
que estao ha 15 ou mais anos na empresa é o ponto médio do intervalo [15, 25] (a
empresa tem 25 anos). Tem-se assim,

<1][L3[1[37[][%15]] =15
2| 05| 2 5 11 20

— 1 / /
z b % rmn EZ zifi (n )
=0.0x0.1254+2x0.125+5 x 0.2222 + 11 x 0.25 4+ 20 x 0.2778 = 9.7295

pelo que

5.3 Como as classes nao tém a mesma amplitude, a classe modal é aquela a que
corresponde a maior frequéncia relativa corrigida, ou seja, é a classe | a;, b; [ .que
apresenta maior valor para o quociente ;:— onde h; = b;,—a; € a amplitude daclasse
[ a;,b; [. Por analise da tabela seguinte, conclui-se que € a classe dos funcionarios
que trabalham ha menos de um ano na empresa:

| Antiguidade | hi | fi | £
<1 1] 0125 [ 0.125
[1,3[ [ 2 [ 0.125 | 0.0625
(3.7 | 4 | 0.2222 | 0.05555
[7.15] | 8 | 0.25 |0.03125
>15 [10]0.2778 | 0.02778
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5.4 A mediana M, corresponde ao valor cuja frequéncia relativa acumulada € 50% (isto
é, F'(M.) = 0.50). Observando a tabela da alinea 5.1, verifica-se que Fi7 5 =
72.22% (superior a 50%) e Fi3 7 = 47.22% (inferior a 50%). Logo, a mediana esta
localizada na classe [ 7,15 |.

Pode entao acontecer que os 100 funcionarios que estao na classe [ 7,15 este-
jam todos ha apenas 7 anos na empressa, ou pode acontecer que 50% destes
funcionarios estejam ha 7-12 anos na empresa e os restantes 50% ha 12-14 anos,
etc. Nao se conhecendo como se distribuem estes funcionarios pelos anos de tra-
balho [ 7,15 [ na empresa, assume-se, para efeitos de célculo da mediana, que a
frequéncia relativa acumulada se encontra uniformemente distribuida ao longo do
intervalo [ 7,15 .

Em termos graficos, isto significa que o grafico da fungao de frequéncias relativas
acumuladas F em [ 7,15[ € um segmento de reta, que inclui o ponto (7, F'(7)),
F(7) := F37 = 0.4722, e de declive[|

Jirasg _ 0.25

= = (0.03125
15 -7 8

Naturalmente que este declive é igual ao declive do segmento definido por dois

quaisquer pontos (z, F'(z)) e (y, F'(y)) comz,y € [ 7,15],
F(y) — F
M’ v‘x,y€[7715{
y—x

Em particular, para x =7 e y = M., tem-se entao

F(M,) — F(7) 0.5 —0.4722

03125 =
0.03125 M7 M7

pelo que M, = 7.8896.

6.1 Para se determinar a média somam-se todos os valores tabelados e divide-se o
resultado assim obtido pela dimensao da amostra, 24. Sendo a soma de todos o0s
valores tabelados igual a 78.67, a média é entao igual a = = 3.28.

6.2 Com a introdugao de um novo ensaio clinico, o novo valor para a média 7y =3.23 €
entdo o resultado da soma de todos os resultados anteriores (78.67) e do resultado
do novo teste, y, a dividir por 25 (a dimensao da amostra aumentou uma unidade).
Ou seja,

pelo que o resultado do 25° teste foi y = 2.08.

7.1 Designado por = a producao de bolota (em toneladas), a média da producao de
bolota é dada por
10+17+4+ 32435+ 38+ 48 _ 180 _ 30
6 6
'Como a fungéo F s6 esta definida no intervalo [ 7,15 [, ndo se pode dizer que o declive da semi-recta é

igual a w Por esta razdo, no numerador surge entdo a frequéncia relativa f, 15;da classe [ 7,15 (.
15—7 [7,15]

T =
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7.2 Desvio padrao da produgao de bolota:

10 -20 400
17 -13 169
32 2 4
35 5 25
38 8 64
48 18 324
Totais | 180 986

Com estes dados calcula-se o desvio padrao:

6 —_\2
%ZJZM%Z@:HQ§:M&

7.3 Com os dados tabelados no enunciado obtém-se o diagrama de dispersao da figura
seguinte, onde z representa a producao de bolota (em toneladas) e y o peso médio
dos suinos (em quilogramas). O diagrama mostra o que parece ser uma correlagao
linear positiva muito fraca entre as variaveis z e y.

110 4 ¥

100 |

90 |

80 | .
x

10 20 30 40 50

7.4 Assumiremos a notagao da alinea anterior para as variaveis estatisticas em causa
e ainda a seguinte notagao para as médias e os desvios padrao:

M s > (@i — f)z

T
n n

.=

—\2
Yy = Ziyl; Sy = Zi(yz y) ) n=~6
n n

O coeficiente de correlagao €, assim, dado por

>y (2 —7) (4 — 9)

0545y

T =
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Note-se que o desvio padrao de z ja foi calculado na alinea 7.2 e, portanto, nao
precisamos de voltar a repetir este calculo. Organizando os dados e os restantes
calculos em forma de tabela tem-se a tabela seguinte.

_ _ N2 _ _
v, - vy vi—y (¥i—Y) (s — 2)(ys — )
10 -20 95 -5.5 30.25 110.0
17 -13 107 6.5 42.25 -84.5
32 2 101 0.5 0.25 1.0
35 5 97 -3.5 12.25 -17.5
38 8 98 -2.5 6.25 -20.0
48 18 105 4.5 20.25 -81.0
Totais | 180 603 111.5 70.0

Média da variavel y: j = % = 100.5 Kg.
O desvio padrao da variavel y é s, = /111.5/6 = 4.31, concluindo-se, portanto,

que
70

T e x1282x 431
Este valor traduz uma correlagao linear positiva muito fraca entre as duas variaveis,

confirmando o que fora concluido na alinea anterior por observagao do diagrama
de dispersao.

0.21

8.1 Calculos semelhantes aos realizados na alinea 7.4 conduzem aos seguintes valo-
res para os coeficientes de correlagao pedidos:

[ [ IDH | Esperanca média de vida [ Média de anos de estudo | PIB per capita | Taxa Fecundidade |

IDH 1 0.965302 0.939015 0.718784 -0.840703
Esperanca média de vida 1 0.849489 0.525055 -0.937372
Média de anos de estudo 1 0.844305 -0.664488

PIB per capita 1 -0.290150
Taxa Fecundidade 1

8.2 Sendo o calculo do IDH de cada pais realizado com base nos indicadores expeta-
tiva de vida ao nascer, taxa de fertilidade, educacao e PIB per capita, naturalmente
que existe uma grande correlacao entre estes indicadores e o IDH. Mas o que os
valores calculados na alinea 8.1 mostram, & que existe uma forte correlacao linear
entre cada um destes indicadores e o IDH. A excecdo da taxa de fecundidade,
essa correlagao € mesmo positiva. Isto significa que quanto maior (resp., menor) €
a esperanca de vida, a média de anos de estudo ou o PIB per capita, maior (resp.,
menor) € o IDH. Em sentido contrario, reflectindo a correlagao linear negativa entre
o IDH e a taxa de fecundidade, a maiores (resp., menores) taxas de fecundidade
correspondem menores (resp., maiores) valores de IDH.

Entre os indicadores que contribuiem para o calculo do IDH de um pais, um espe-
cial destaque para os coeficientes de correlagcao 0.96530 entre a esperancaa de
vida e o IDH, 0.939015 entre a média de anos de estudo e o IDH, ambos com um
valor absoluto muito préximo de 1. Por contraste, o coeficiente de correlagao.entre
o PIB per capita e o IDH € o que apresenta um valor absoluto mais afastado de 1.
Entre os restantes coeficientes de correlacao, uma énfase especial para a forte
correlacgao linear negativa (-0.937372) entre a taxa de fecundidade e a esperanca
média de vida, o que leva a antevér que, em paises com grandes (resp., baixas)
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taxas de fertilidade, a esperanga média de vida € menor (resp., maior).

Entre todos os coeficientes de correlacao calculados, o que apresenta menor va-
lor absoluto é o que relaciona o PIB per capita com a taxa de fecundidade. Isto
significa que, embora todos os indicadores e o IDH estejam linearmente correla-
cionados entre si, a menor correlagao linear verifica-se entre o PIB per capita e a
taxa de fertilidade.

9. Recordando que o espacoo de resultados de uma experiéncia aleatoria € o conjunto de
todos os resultados possiveis, para cada uma das experiéncias aleatérias do enunciado
tem-se entao o seguinte espacgo de resultados:

9.1
{(F,1), (F2),(F,3), (F4), (F,5), (F,6),(C,1),(C,2),(C,3),(C,4),(C,5),(C,6)}

onde F' e C' designam, respectivamente, a face e a coroa da moedae 1, 2, 3,4, 5,
6 0 numero de pintas do dado.

9.2 Com a mesma notacao da alinea anterior,
{(FF),(F.C),(C,F),(C,C)}

em que em cada par ordenado a primeira coordenada é relativa ao primeiro langcamento
e a segunda coordenada ao segundo langamento.

9.3 O espacgo de resultados € 0 mesmo que o da alinea anterior. No caso presente-
mente em analise, a primeira coordenada € agora relativa a uma das moedas € a
segunda coordenada é relativa a outra moeda.

9.4
{(i,7) 4,5 =1,2,3,4,5,6}

onde em cada par ordenado a primeira coordenada diz respeito, por exemplo;-ao
dado vermelho e a segunda coordenada ao dado amarelo.

9.5 Tal como no caso do langcamento de duas moedas, € indiferente se o langcamento
dos dados é simultaneo, ou nao. Em ambos os casos o espago de resultados é o
conjunto

{(4,4) :4,7=1,2,3,4,5,6}

onde, no caso dos dados serem langaados em simultaneo, a primeira coordenada
¢ relativa a um dos dados e a segunda coordenada ao outro dado; no caso de
um dos dados ser langaado primeiro, seguido do langamento do outro dado, a
primeira coordenada € relativa ao primeiro dado e a segunda coordenada é relativa
ao segundo dado.

10.

10.1 A situacao deste exercicio &€ semelhante a do langaamento de duas moedas (alineas
9.2, 9.3) ou de dois dados (exercicio 9.5). Independentemente das bolas serem
retiradas uma a uma, ou em simultaneo, o espaco de resultados & sempre o con-
junto

{(a1,a2,as,a4,0a5) 1 a; # a; se i # 7,1 < ay,az, a3, a4, a5 < 50}
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embora a interpretagao de cada elemento (a1, as, as, a4, as) seja diferente. No caso

das bolas serem retiradas uma ap6s outra, cada coordenada a; em (ay, as, as, ay, as)
é relativa ao valor indicado na bola extraida na i-ésima extracéao (i = 1,2, 3,4,5).

Caso as bolas sejam retiradas em simultaneo, a primeira coordenada a; € relativa

ao numero inscrito numa das 5 bolas, a coordenada a, ao nimero marcado numa

das restantes 4 bolas, etc.

10.2 Nesta alinea pretende-se determinar o nimero de elementos do espaco de resul-

111

tados. Como se viu na alinea 10.1, o espaco de resultados € o mesmo, quer as
cinco bolas sejam retiradas em simultaneo, quer as cinco bolas sejam retiradas
uma a uma.

Para se determinar o nimero de elementos do espaco de resultados, observe-se
que os seus elementos sdo da forma (ay, as, as, as, as) com

CL1E{1,2,...,50},&26{1,2,...,50}\{@1},&36{1,2,...,50}\{@1,&2},

as € {1,2,...,50} \ {a1,a9,a3} a5 € {1,2,...,50} \ {a1,as, as,as}

Isto, independentemente da interpretagao dada a (a;, as, as, a, as). E agora facil
concluir que para a; ha 50 possibilidades, para a; ha 49 possibilidades, para a3 ha
48 possibilidades, para a4 ha 47 possibilidades e, finalmente, para a5 ha 46 possi-
bilidades, significando que o numero total de elementos do espaco de resultados
€ 50 x 49 x 48 x 47 x 46.

O espaco de resultados é o indicado na alénea 10.1., agora contextualizado para
o concurso do Euromilhodes.

11.2 Como se verificou na alinea 10.2, existem 50 x 49 x 48 x 47 x 46 diferentes maneiras

de se retirarem 5 bolas da tombola. Mas a pergunta é: quantas chaves diferentes
€ que existem?

A questao aqui é que uma chave € um conjunto, e nao um elemento da forma
(a1, az, ag, a4 a;z), como os elementos do espago de resultados. Se o concurso ditar
a saida dos nimeros pela ordem (22, 2, 14, 18, 35), ou pela ordem (2, 35, 22,18, 14),
a chave do Euromilhdes sera, em ambos os casos, a mesma: {2, 14, 18, 22, 35}.
Por outras palavras, elementos diferentes do espaco de resultados conduzem a
mesma chave.

Com efeito, dados cinco numeros ay, as, as, a4, as, todos diferentes, todas as possiveis
permutagdes de ordem entre os elementos de (a;, as, as, a4, as) conduzem a mesma
chave: {ay,as,as, a4, as}. Para determinar quantas permutagdes existem, obser-
vese que 0 numero, por exemplo, a; pode ocupar qualquer uma das cinco posicoes
em (.,.,.,.,.). Fixado este nimero numa posicao, ficam livres quatro lugares. O
numero, por exemplo, as, pode entdo ocupar qualquer um destes quatro lugares
livres. Completado este raciocinio, conclui-se entdo que ha 5! diferentes maneiras
para se localizar os nameros ay, as, as, ay, as em (., .,.,.,.). Ou seja, ha 5! manei-
ras diferentes para se obter uma mesma chave do Euromilhdes.

Deste modo conclui-se que ha

50 x 49 x 48 x 47 x 46
5!
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diferentes chaves do Euromilhdes.
Nao é contudo surpreendente que assim seja. Com efeito,

50 x 49 x 48 x 47 x 46 50! [ 50
5! o545\ 5

em que, por definicdoo de coeficiente binomial, 5

juntos com 5 elementos que se podem formar a partir de um conjunto com 50
elementos. O que nao € de estranhar. Como no Euromilhdes tem-se um con-
junto inicial de 50 bolas e a chave do Euromilhées € um conjunto de 5 destas 50
bolas, determinar o numero de chaves diferentes no Euromilhées é equivalente a
determinar o numero de subconjuntos com 5 elementos de um conjunto com 50
elementos.

0 , .
€ 0 numero de subcon-

12. Para a resolugao deste grupo de questoes considerem-se 0s acontecimentos seguintes:

A-"Tem experéncia anterior”, B - "Tem certificado profissional”

De acordo com o enunciado, tem-se P(A) = 43, P(B) = 2 e P(AN B) = .

12.1
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) = %

12.2 Nesta alinea pretende-se determinar
P((AUB)\(ANnB))=P(AUuB)—-P(ANB)

que, pela introducao a resolucao deste grupo e pela alinea anterior, € igual a % —
10 _ 50
80 ~ 80"

12.3 O enunciado diz que a candidatura seleccionada aleatoriamente tem experiéncia
profissional. Assim, nesta alinea pretende-se determinar a probabilidade condici-
onada P(B|A). Por defini¢cao de probabilidade condicionada, tem-se entdo

p(B|A) = ZBOA) f(z)A) 4 %

13. Como A e B sao acontecimentos independentes, tem-se que

P(4) = P(AIB) =

Por outro lado,
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AnB)=P(A)+ P(B) — P(A)P(B)

em que na ultima igualdade se utilizou novamente a independéncia de A e de B. Assim,

o= P(AUB) =+ P(B) - 1 P(B) = P(B) =
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14. Se A e B forem independentes, entao

P(B|A) = P(B)

ou seja, se os acontecimentos forem independentes, tem-se P(B) = :.

Ha agora que analisar que se P(B) = % entao os acontecimentos A e B sao de facto

independentes. Ora,
1

P(A)P(B) = ¢ x ¢ = P(A)P(B|A)

(SRR

em que, pela definicao de probabilidade condicionada, o Ultimo produto € iguala P(AN
B). Deste modo conclui-se que se P(B) = +, entdo

P(ANB)= P(A)P(B)
ou seja, os acontecimentos A e B sao independentes.

15. Considerem-se os acontecimentos seguintes:

A - "Existe agua no subsolo™, B - Encontra-se agua logo na 12 tentativa™.

De acordo com o enunciado, tem-se
P(A)=0.3, P(B|A)=05

pelo que
P(A)=1-P(A)=0.7, P(B|A)=1- P(B|A)=0.5

Obviamente, P(A|B) = 1.
15.1 Nesta alinea pretende-se determinar P(B). Para tal, note-se que
B=BN(AUA)=(BNA)U(BNA)
em que a ultima unido é disjunta. Logo,
P(B)=P((BNA)U(BNA)=PBNA)+PBNA) =
= P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A) = 0.85

15.2 Pretende-se agora calcular P(A|B). Esta resulta diretamente do Teorema de

Bayes:
_ P(B|A)P(A) 05x0.3
P(A|B) = _ = =0.176
(415) P(B) 0.85
16.
| Categoria de Peso || Sexo Masculino (%) | Sexo Feminino (%) | Total (%) |
IMC <25 154 23.3 38.7
25 <IMC < 30 21.9 14.9 36.8
IMC > 30 12.3 12.2 24.5

| Total | 49.6 50.4 100
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16.1 Seja:
A - 0 acontecimento da pessoa ter um 25 < IMC < 30 ;
B - 0 acontecimento da pessoa terum IMC > 30 ;
Como A e B sao acontecimentos mutuamente exclusivos:

P(AU B) = P(A) + P(B)
P(AU B) = 0.368 + 0.245 = 0.613

16.2 Seja:
A - 0 acontecimento da pessoa ter um 25 < IMC < 30 ;
C - o0 acontecimento da pessoa ser do sexo masculino ;
Como A e C nao sao acontecimentos mutuamente exclusivos:

P(AUC) = P(A) + P(C) — P(ANC)
P(AUC) =0.368 4 0.496 — 0.219 = 0.645
16.3

| Categoria de Peso || Sexo Masculino (%) | Sexo Feminino (%) | Total (%) |

Nao obeso 38 38 76
Obeso 12 12 24
y Total I 50 \ 50 | 100 |

Precisamos de verificar se existe diferenca nas probabilidades condicionadas de uma
pessoa ao acaso ser obesa considerando o seu sexo. Versus a probabilidade de essa
pessoa ser obesa.

O - 0 acontecimento da pessoa ser obesa;

F' - o acontecimento da pessoa ser do sexo feminino;

PONF 12
_ PONF) 12
A probabilidade de ser obeso é
24

Ou seja,
P(0) = P(O|F) = P(O|F)

e ) ”6

O acontecimento "ser obeso
nimo™ (F') ou "ser do sexo masculino
€ um fator de risco para a obesidade.

é independente dos acontecimentos *ser do sexo femi-

(F). Baseados apenas nestes dados o0 sexo nao

17. Como existem 6 faces em cada dado e os dados sao equilibrados, temos 6 x 6 = 36
possiveis resultados com igual probabilidade (= 1/36). A seguinte tabela mostra o
espaco de resultados:
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Faces 1 2 3 4 5 6

2-1 22 23 24 25 26
3-1 32 33 34 35 36
4-1 4-2 4-3 44 45 46
51 52 53 54 55 56
6-1 62 63 64 65 66

o Ok~ WD

17.1 Seja:
A - 0 evento de obter um duplo no langamento dos dados;
Existem 6 possiveis resultados de obter duplo:

1
P(A) =6 x — =0,166(6
(4) =6 x o (6)
17.2 Sejam:
B- o0 evento de obter 7 no langamento dos dados;
C - o evento de obter 8 no langamento dos dados;
No mesmo langamento, estes dois eventos sao mutamente exclusivos: P(BNC') =

0.
Entao
P(BUC)=P(B)+ P(C) = E+i = 1 = 0.305(5)
36 36 36 '
17.3 Sejam:

A - 0 evento de obter um duplo no langamento dos dados;

C - o evento de obter 8 no lancamento dos dados;

Estes dois eventos ndo sao mutuamente exclusivos, porque existe um resultado
comum (4 em ambos os dados), que ocorre com probabilidade 1/36.

6 ) 1 10

FIM





