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-- INSTRUCOES --

O tempo de duracdo da prova de exame é de 2 horas, acrescida de 30 minutos de
tolerancia. O tempo de duragdo da prova de p-folio € de 90 minutos.

O estudante devera responder a prova na folha de ponto e preencher o cabecalho e todos
0s espacos reservados a sua identificacdo, com letra legivel.

Sempre que ndo utilize o enunciado da prova para resposta, podera ficar na posse do
mesmao.

Verifigue no momento da entrega da(s) folha(s) de ponto se todas as paginas estdo
rubricadas pelo vigilante. Caso necessite de mais do que uma folha de ponto, devera
numera-las no canto superior direito.

Em hipotese alguma serdo aceites folhas de ponto dobradas ou danificadas.

Exclui-se, para efeitos de classificacdo, toda e qualquer resposta apresentada em folhas de
rascunho.

Os telemoveis deverao ser desligados durante toda a prova e 0s objectos pessoais deixados
em local proprio da sala de exame.

A prova é constituida por 2 paginas e termina com a palavra FIM. Verifique o seu
exemplar e, caso encontre alguma anomalia, dirija-se ao professor vigilante nos primeiros
15 minutos da mesma, pois qualquer reclamacdo sobre defeito(s) de formatacdo e/ou de
impressdo que dificultem a leitura ndo seré aceite depois deste periodo.

Utilize unicamente tinta azul ou preta.
Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.

Apresente todos os calculos que julgue necessarios para a compreensao do seu raciocinio.

Critérios de avaliacdo e cotacao:
Este exame tem a cotacéo total de 20 valores, distribuidos do seguinte modo: Grupo I: 4
valores, Grupo Il: 9 valores, Grupo Ill: 7 valores.
Né&o € permitida a utilizag&o de quaisquer tabelas ou formularios.

Né&o € permitida a utilizagdo de maquina de calcular.




Grupo | (4 valores)

x 1 1+x, .
Prove que a sucessdo x, tal que x, = Ee Xooy = > é convergente e calcule o seu

limite.
Sugestdo: Prove que Vne N setem x, <1

Vamos provar a sugestao por inducéo

X, :331 e se x, <1 entdo Xx,,, :\/1+2X“ < % =1 logo a sucessdo dada é limitada

superiormente, vamos provar que €& crescente, de novo por inducdo

1
X —\/H—2—1/§>1—x ese X .>X entdo x —\/1+X”” >\/1+X” =x . lo
2 - = - M n+l = n n+2 = = - M4l goa
2 4 2 2 2

sucessdo € crescente e limitada superiormente logo convergente, por outro lado se

. . 1+X 1+x, 1+x .
lim x, = xdeverd ter-se x=.,—— uma vez quex,, —> X € — pois
N—>+o0 2 n—+o0 2 N—>+o0 2

f(x)= JHTX ¢ uma fung&o continua.

x /1 .
Resolvendo a equacdo x = +TX tem-se x> = “TX ouseja 2x* —x—-1=0que tem como

N -1 . . x : .
solugdes x =1, > e como o limite da sucessao ndo pode ser negativo (a sucessao é

crescente e de termos positivos) tem-se que o limite da sucessédo € 1

Grupo 11 (9 valores)

1. Prove que a fungio f(x)=x°+2x—1 tem uma Gnica raiz em R.

f(0)=-1<0 e f(1)=2>0logo como pelo teorema de Bolzano se h:[a,b]— R é continua

comh(a)e h(b) de sinais contrarios h tem pelo menos um zero em Ja,b[deduz-se a
existéncia de um zero da funcdo f que é Unico pois pelo teorema de Rolle , se existisse mais
do que um zero entdo a derivada da funcdo deveria anular-se pelo menos num ponto, mas
f ’(x) =9x® + 2nunca se anula e por conseguinte a fungdo tem um Gnico zero.

2. Calcule o lim (ex _1)sen(2x)
%0 c0s(x ) — cos?(x)



im (e* —1)sen(x) ) sen(x) . e*—1 x? sen(x)

57~ = lim lim lim e como lim =le
x-0 cos(x)—cos?(x) 0 xcos(x) >0 x  x-01—cos(x) x-0 X c0s(X)
. ef -1 . x? .
lim =1devemos calcular lim aplicando a regra de Cauchy tem-se
x->0 X x—01] — COS(X)
: x? . 2X - o
lim——— =lim——— =2 logo o limite pretendido é 2

01— cos(x) 0 sen(x)

3. Prove que se x>0 entdo log(1+ x)—log(x)< 1
X
Aplicando o teorema de Lagrange tem-se que log(1+ x)— Iog(x)= 1 emque x<c<Xx+1
C

logo 1 < 1 < 1 donde o resultado.
Xx+1 ¢ X

Grupo 111 (7 valores)

1. Calculejé3

<iog (X)dx (x>1)

E uma primitiva do tipo 'ff(go(x))gb(x)dx com ¢(x)=1log(x) e f(z):% logo como
1 -1

dx = k.
xlog®(x) X 2Iogz(x)+

Iz—lsdz:%+k tem-se I

2. Calcule J.ser(]:(z)(s%dx

E uma primitiva do tipo 'ff(go(x))gb(x)dx com ¢(x)=sen(x) e f(z)=——— logo como

2°+2

1
1 1 2 1 z
— dz=— | —¥5——dz=——arctg| — |+ k tem-se
7+ ﬁj(zjzﬂ 2 g(ﬁj+

V2

cos(x) 1 sen(x)
Imdx = ﬁarctg(Tj +k

FIM



