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Proposta de Resolucao Sumaria

1. Temos que n?> + 1 = n(n + 1) — (n — 1) logo como estamos a assumir
que n? + 1 é divisivel por n + 1 teremos que n — 1 é divisivel por n + 1.
Mas tal s6 sera possivel quando n = 1. Logo o conjunto A tera apenas
um elemento e B) é a opgao verdadeira.

2. Tomando n = 0 teremos os nimeros 1 e 4 e como mdc(1,4) = 1 é
claro que sao primos entre si (a op¢ao A) fica liminarmente excluida).
Tomando n = 1 teremos os nimeros 3 e 13 e como mdc(3,13) =1 (a
opcao B) fica liminarmente excluida). Consideramos agora n > 2. Pelo
algoritmo de Euclides

<2n+1

M+4=4x2n+1)+ "n

<n

=~
2n+1=2xn+ 1

e mdc(9n+4, 2n+1) = mde(2n+1,n) e mde(2n+1,n) = mde(n, 1) = 1.
Logo o conjunto A coincide com N sendo C) a opgao verdadeira.

3. Comecamos por aplicar a férmula da diferenca de quadrados:
a®> —b* = (a+b)(a — b),
para obter
3267 — 325% = (326 + 325)(326 — 325) = 651 x 1 = 651.

Como 651 é divisivel por 3 (uma vez que pelo critério de divisibilidade
por 3temos 6 + 5+ 1 = 12 e 12 € multiplo de 3) teremos que ter em:

3262 — 325 = k (mod 3),

o valor k = 0 sendo A) a opcao verdadeira.
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4. E claro que
17 = 2 (mod 5). (1)

Logo elevando ao quadrado usando a compatibilidade com o produto
nas congruéncias temos 17?2 = 2% (mod5). Equivalentemente 17° =
—1(mod5) pois 4 = —1(mod5). Elevando novamente ao quadrado
usando a compatibilidade com o produto nas congruéncias temos 174 =
1(mod5). Finalmente, elevando desta vez a poténcia 85 (pois 340 =
85 x 4) e usando a compatibilidade com o produto nas congruéncias
temos
17340 = (17H% = 1% (mod 5) = 1 (mod 5).

Multiplicando por 17 (compatibilidade com o produto novamente) temos
17311 = 1730 % 17 = 1 x 17 (mod5) = 17 (mod 5) 2 2 (mod 5).
Logo a opgao verdadeira é a opgao C).
5. Sen = 1teremos V(1) = mdc(2,2) = 2 v confirmando que ¥ (n) = 2
sendo n = 1 impar. Para verificarmos a validade paran > 2 iremos usar

o algoritmo de Euclides. Temos ¥ (n) = mdc(n+1,n?+1) e recordando
a diferenga de quadrados dada por n? —1 = (n — 1)(n + 1) escrevemos

n+1l=mn+1)x(n-1)+2. (2)
Como 2 < n + 1 temos que representa a primeira iteracao do algo-
ritmo de Euclides para o par n? + 1, n + 1. Novamente pelo algoritmo

de Euclides (mais concretamente pelo Lema 1.4 dos apontamentos de
divisibilidade) temos

mdc(n? + 1,n 4+ 1) = mdc(n + 1, 2).

Se n for par teremos que ¥(n) = mdc(n + 1,2) = 1 e se n for impar
teremos ¥(n) = mdc(n + 1,2) = 2 comprovando assim o pretendido.

6. Pelo Teorema de Bachet-Bézout dados a,b € N existem z,y € Z com
ax + by = mdc(a, b).
Consequentemente,
pmdc(a,b) _ pax+by — P x pby _ (pa)x % (pb)y_
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Notemos que x e y tém que ter sinais contrarios. Assumimos que x >

0>y (ocasoy > 0 > x € andlogo e os casos x = O ou y = 0 sdo

triviais).

Por compatibilidade com o produto nas congruéncias e pela hipétese
p*=1(modn) e p* =1(modn)

temos que

(p™)* =17 (modn) e (p*)™¥ = 17Y (modn),

onde também temos 1* = 17¥ = 1. Novamente pela compatibilidade
com o produto nas congruéncias

(*)*(»")™¥ = 1"17Y (mod n) (3)

(p™)* = 1% (mod n). 4)
Logo a compatibilidade com a soma em (3) garante

pmde(a.b) pmde(a.b)
(") (") (")* (") = (p*)*(p")¥ (mod n).

Simplificando temos

<pam)2 = pmdc(a,b) (mod n)

Portanto, usando transitividade nas congruéncias e (4) obtemos

pmee@d) =1 (modn).

.a)Como3®—1=27—-1=26=13 x 2 éclaro que 3*> = 1 (mod 13).
Agora, usando a compatibilidade com o produto concluimos que para
todo o n € Nvale:

(3%)" = 1" (mod 13).

Temos entdo provado que 3*" = 1 (mod 13).
b) Seja P(n) = 33*3 — 26n — 27. Comegamos por considerar o ‘caso
base’. Assim, tomando n = 1 teremos que verificar se 169|P(1) ou

seja se 3% — 26 — 27 é divisivel por 169. Mas 676 = 4 x 169 logo o
caso base vale. Vejamos agora o ‘passo da indugcédo’ que indica que
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33+3 — 26n — 27 é divisivel por 169 e vejamos o que acontece para o
caso n + 1. Comegamos por notar que:

P(n+1) P(n)

E))S(n+1)+3 o 26(n + 1) o 2%_(53714—3 o 2677/ o 27) — 33(n+1)+3 . 33714—3 . 26
— 33n+3(33 o 1) — 26
26(3% 3 — 1).

Usando a alinea a) obtemos diretamente que 13 divide 33*t1) — 1 =
33+3 — 1. Como 13 também divide 26 concluimos que 13 x 13 = 169
divide 26(3*"*3 — 1). Juntando o passo de indugdo que garante que 169
divide P(n) obtemos que 169 também divide P(n + 1).

. Temos que 37800 = 22 x 33 x 52 x 7. Teremos portanto que um nimero
natural € um divisor positivo de 37800 se e somente se for escrito na
forma;
2% x 3% x 57 x 70,

onde o = {0,1,2,3}, 5 = {0,1,2,3}, v ={0,1,2} e 6 = {0,1}. Como
pretendemos contar os divisores positivos de 37800 que ndao sao multi-
plos de 6, temos de excluir as poténcias simultaneas de 2 e 3, ou seja,
os divisores pretendidos sao da forma

20 %3 x5 x7 e 22x3 x5 xT7
com «, 3, v e 6 como acima. Existem portanto
#{0,1,2,3} x #{0} x #{0,1,2} x #{0,1} = 24,

mais
{0} x #{0,1,2,3} x #{0,1,2} x #{0,1} = 24,

divisores nas condi¢gdes pretendidas. Contudo, existiu uma sobreconta-
gem aquando da consideragdo de a = [ = 0 que sao 6 casos. Final-
mente, teremos 24 + 24 — 6 = 42 divisores possiveis.

FIM
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