Apoio 2 Matematica Finita

Orientacao de trabalho:

Continue o estudo do Capitulo 1 - seccao 1.2 (pag. 37 a 49 do manual)

Seccgao 1.2: Coeficientes binomiais

Nesta seccao ird aprender/relembrar os conceitos:

principio de indugao matemética (ver pagina seguinte);
coeficiente binomial, binémio de Newton;
igualdades binomiais;

coeficiente multinomial.

Esta seccao esta disponivel em http://www.univ-ab.pt/-matalrbc/mf/seccaol2.pdf.

Veja,

também, a pagina web de apoio no topico 4, ou clique directamente no link:
http://www.univ-ab.pt/~matalrbc/tc/tcl.html

Em particular, consulte as paginas:

Principios basicos de contagens (pagina 2): nesta pagina deverd ler as subsecgoes 2.1,
2.2 e 2.3, sobre o principio da multiplicagdo, da adicao e do complementar. Os dois
primeiros principios fundamentam a diferenca entre multiplicar e somar contagens. O
principio do complementar aplica-se quando a uma contagem geral queremos excluir
contagens particulares.

Agrupamentos (pagina 3): esta pagina explica os diferentes tipos de agrupamentos que
podemos ter.

Permutagoes e arranjos (pagina 4): nesta pagina encontra as definigdes de poténcia
decrescente = arranjo sem repeticao e de permutacao. Veja os exemplos 1 a 6.

Combinagdes (pagina 5): nesta pagina encontra as definigdes de coeficiente binomial,
binémio de Newton e as igualdades binomiais mais importantes. Veja os exemplos 1, 2.

Permutagoes com repeticio (pagina 6): nesta pagina deverd ler as subsecgoes 6.1 e 6.2
acerca do coeficiente multinomial. Veja os exemplos 1, 2-(a) e 3. O exercicio 2-(b) usa
o principio da inclusao/exclusao que serd estudado na préxima semana.

Esta pagina complementa o estudo da seccao 1.2 do manual, mas nao o substitui.

Resolva os exercicios propostos na Folha 2 (= exer. das pag. 49 a 52 do manual).

Competéncias a adquirir: saber

aplicar o principio de inducao matematica;
aplicar as igualdades binomiais;

interpretar e contar os elementos de conjuntos finitos.
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Principio de Inducao Matematica

Quando temos afirmagoes acerca de todos os ntimeros naturais podemos usar um método co-
nhecido por METODO DE INDUGAO MATEMATICA e que pode ser enunciado por:

Seja P(n) uma proposigao em N. Se
(1) P(ng) for verdadeira, e
(2) VYn > ng (P(n) = P(n+ 1)) for verdadeira

entao, também, é verdadeira em N a proposicao ¥n > ng P(n).

(1) - é o caso base;

7

(2) - é o passo de indugdo. O antecedente da implicagao “P(n)” é chamado a hipdtese de

indugdo e o consequente “P(n+ 1)” a tese de indugdo.

O que este método diz é que:

“Se dada condigao sobre os numeros naturais é verdadeira para um nimero
concreto ng e se sempre que ela é verdadeira para n > ng também o é para o
seu sucessor n + 1 entdo a condi¢cdo P(n) é uma proposigao verdadeira para
todos os numeros naturais > ng”

A ideia de inducgao pode ser ilustrada pela seguinte situacao. Imaginemos uma fila infinita
de soldadinhos numerados, por ntimeros naturais consecutivos (ﬂ) , e suponhamos que eles
estao dispostos de tal modo que se qualquer um deles cai, digamos o que tem nimero n, ele
bate no seguinte, isto é no que tem nimero n + 1, e este também cai. Assim, se o primeiro
soldado a cair for ng entao caird o ng + 1, depois o ng + 2, e assim sucessivamente. Portanto,
todos os soldados a partir do ngy cairao. Outro exemplo classico é o das pecas de dominé
indicado no manual.

Existe uma outra versao do método de indu¢ao, o METODO DE INDUGAO COMPLETA, que
sera estudado no tema 3.

Breve nota histérica

O conceito de inducao matematica aparece, formulado de maneira abstracta, pela primeira
vez na obra “Traité du Triangle Arithmétique”, escrita no século XIX pelo matematico frances
Blaise Pascal. No entanto, é também reconhecida uma certa forma de inducao matematica,
uma forma arcaica, nos trabalhos do matematico italiano Giovanni Vacca do século XVI.

!Ntimeros naturais CONSECUTIVOS sdo nimeros da forma n, n + 1.
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Folha 2: EXERCICIOS (pag. 49 a 52 do manual)

Coeficientes binomiais (secgio 1.2)

1.

2.

D.

De quantas maneiras possiveis se podem sentar cinco pessoas:

(a) Numa fila?

(b) Em circulo, considerando apenas a posicao relativa das pessoas?

Cinco rapazes e cinco raparigas vao sentar-se numa bancada. Indique de quantas
maneiras se podem sentar, para cada uma das seguintes condicoes:

(a) Os rapazes sentam-se todos nos cinco lugares a esquerda.

(b) Nenhum par de rapazes se senta em lugares contiguos.

(¢) O Pancrécio e a Engracia tém de ficar lado a lado.
Admita que zg = 0 e que x,11 = =, + 2n + 2. Mostre, por indugao, que x, = n(n + 1)
para todo n € N.
Mostre por inducao que:

n(n+1)

(a) 1+2434+---+n= , paran > 1.
(

)

b) para todon > 1, 3 d1V1de n® + 2n.
)
)

(c) 2n—1)(2n—-3)(2n—5)...1= (2,3 , paran > 1.

(d (n+1) 1+ 30 g j(n + 1)nd
(e) k- z = aFtl 4 kak.

Nota prévia: (ao exercicio 5.)

As poténcias factoriais crescentes e decrescentes sao definidas como um polinémio que
poderda tomar valores reais:

=g 1) (r—k—-1) e sF=z@+1)---(x+k—1) comzecR kecN.
Quando a variacao é nos niimeros naturais tem-se

n!
nf=_—"_ sekneNk<n.
(n—k)!
A nocao de factorial é somente definida nos naturais. Esse conceito pode ser estendido
aos reais definindo factorial a custa de integrais, mas nao é do ambito desta u.c.

(a) Mostre, por inducio, que (—z)% = (—1)’“3:5
(b) Substituindo x por —z na igualdade da alinea anterior, conclua que (—z)F =
(—1)kak,
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6.

10.

11.

(a) Qual é o coeficiente de z° no desenvolvimento de (1 + z)!1?

(b) Qual é o coeficiente de x* no desenvolvimento de (3 — 4x)?

(c) Qual é o desenvolvimento de z?y® no desenvolvimento de (ax + by)"?
Num exame fez-se a seguinte pergunta: Quantas palavras de cinco caracteres se podem
escrever com as letras a, b, ¢ e d, de modo a que cada letra apareca pelo menos uma vez?
Um dos alunos, o Mario, respondeu do seguinte modo:

— Bom, primeiro reservamos quatro lugares para quatro letras: ha (Z) maneiras de o

fazer. Para cada um desses quatro lugares ha 4! maneiras de colocar as quatro letras.
Depois, no lugar restante, podemos colocar uma letra qualquer. A resposta €, portanto,

5
(5)4!4.
Um outro aluno, o Rui, respondeu assim:

— Se hd cinco lugares para quatro letras, entdo uma das letras aparecerd repetida. F

apenas uma, jd que todas as letras tém que aparecer. Ha (g) maneiras possiveis de colocar

a letra que se repete, e nos trés restantes lugares colocam-se as outras trés letras. Como
s 5 |

tal, a resposta é 4(2)3..

Quem respondeu certo? Justifique a sua respostal

(a) Num baralho de 52 quantas maos de cinco cartas é que existem?

(b) E quantas maos de cinco cartas com exactamente dois ouros é que existem?

. Indique qual a alinea que responde ao seguinte problema: Um homem tem dez amigos.

De quantas maneiras pode ele ir jantar com dois ou mais amigos?

10 10
(a) H()
(b) iloi;
© 8
(d) 210 — 11;

() 10-94+10-9-8+---+10-9-8-7-6-5-4-3-2-1.
Quantas maneiras ha de re-arranjar as letras das seguintes palavras?
(a) DRACONIANO

(b) CICERONE
(c) INFINITO

Quantas maneiras ha de re-arranjar as letras das seguintes palavras de modo a que nao
aparecam vogais consecutivas?

(a) BOLA
(b) GORGONZOLA
(¢) FINITO

[Sugestao: Primeiro trate das consoantes. |
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12. Quantas sequéncias binarias de comprimento n contém exactamente k zeros, nenhum
dos quais consecutivos?

13. Quantas sequéncias binarias de comprimento 2n é que existem ...

(a) ...em que nas n primeiro entradas apenas aparece o 17
(b) ...em que o nimero de zeros é igual ao nimero de uns?

(c) Justifique que o nimero de sequéncias binarias de comprimento 2n em que existem

. /7 2
mais zeros que uns € % (22" — ( "))
n

14. Na demonstragdo da lei de Pascal diz-se que o conjunto {A € Pi([n]): n € A} tem

. . 1 , " ., . . -
cardinalidade (271)' Qual é a correspondéncia biunivoca que justifica esta afirmacao?

15. Sete automoveis diferentes estao estacionados num parque de estacionamento que tem o
seguinte aspecto:

JARDIM FrTrTrrrTrri FACULDADE

(a) Quantas sdo as maneiras possiveis de estacionar?

(b) Desses sete automoveis, trés pertencem a assistentes e quatro a professores. Sabendo
que os automoveis dos assistentes estao estacionados mais longe da faculdade do
que os automoveis dos professores, quantas sao as configuragoes possiveis desse
estacionamento.

16. (a) Mostre através de um argumento combinatorial que
k k—2 k—2 k—2
)= , +2{ . +1 . :
{ { 1 —1 1 —2

[Sugestao: Use um raciocinio semelhante ao que se fez quando se demonstrou a lei
de Pascal.]

(b) Utilizando uma igualdade similar a apresentada na alinea anterior, escreva (lz) em
termos de coeficientes binomiais da forma “combinacoes k — 3 tomadas qualquer

coisa a qualquer coisa’.
2n 2n
1 = o
o )(n+1) "<n)

(a) ...por meio da férmula da expansao factorial.

17. Mostre que

(b) ...através de um argumento combinatorial.

C)-2()

como caso particular da convolu¢ao de Vandermonde.

18. Obtenha a igualdade

21082 - Matematica Finita 3



19. (a) Considere o coeficiente binomial (g) Proceda a sua expansao, de acordo com a
férmula de Pascal, bifurcando, em cada passo, apenas no indice inferior mais alto.

(b) Demonstre a adi¢cdo do indice superior, por meio de um argumento combinatorial.
20. Deduza a formula do binémio descendente, dada por
n - n k, n—k
r+y) = rrYy—
=3 (1)

onde z,y € N (de facto, a férmula é valida para nimeros complexos arbitrarios).
[Sugestao: Divida ambos os membros por n! e utilize a convolugao de Vandermonde.]

21. Mostre, por indugao, que
Zk:o k) \2 2 m+ 1

*22 Uma sequéncia finita diz-se unimodal se vai crescendo até certa altura e a partir dai
decresce. Mostre que a sequéncia

N (5)()-(G)()

[Sugestao: Mostre, por indugao em n, que (’;) < (?) parai < j <

SIS

]

23 Fez o dois tultimos exercicios? Em caso afirmativo, penso que domina razoavelmente
bem o principio da indugao matematica. Mas, serd que nao lhe escapou nada? Eis um
quebra-cabecas.

“Vamos demonstrar que todos os cavalos tém a mesma cor. O numero de cavalos €
finito, pelo que vamos demonstrar que qualquer colec¢ao de n cavalos € constituida
por cavalos da mesma cor. A demonstra¢ao é por indugdio em n. Se n ¢ igual a
1, estamos na presenca de uma coleccao com um s6 cavalo. Logo, todos os cava-
los desta colec¢ao tém a mesma cor. Consideremos, agora, uma colec¢io de n + 1
cavalos X = {ci,¢9,... ¢ Cni1}.  Cada uma das colecgoes Y = {ey,¢0,...,¢,} €
Z ={cay ..., CnyCnr1} tem n cavalos. Por hipdtese de indugdo, os cavalos em Y tém
todos a mesma cor, e 0s cavalos em Z também tém todos a mesma cor. Logo, todos os
cavalos em X tém a mesma cor.”

O que é que correu mal?

24 Qual é o coeficiente de zy*w?®z* no desenvolvimento de (4x + 3y + 2z + w)1°?
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Folha 2: SOLUCOES

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

18.

23.

. (a) 5! (b) 5!/5 = 4l
. (a) 55! (b) 5!6! (c) 2-9!

W) Grer o (er- (o

O Rui respondeu certo. O Mario faz uma sobrecontagem pois conta cada situacao duas
vezes.

o () v (2)(3)

. A resposta correcta é a (d).

(a) (ZZQJJ;LJ (?)()() ' mg;

(b) (2,2,1,1,1,1) (2) <S) 2'2‘
®><111JJ) ()( 3= ym
(a) 2! (2) 2! (b) g—:(z)g—: (c) 3'@)2—:
(n—k+1)
k
@ 2 o 5= (%) @ 3(=-(7))

Seja X = {A € Pi([n]): n € A}. A afirmagio #X = (}7]) ¢ justificada pela bijeccdo
®: X — Pr_1([n — 1]) definida por ®(A) = A\ {n}, pra todo A € X.

0w (o w ()
0 (6)= () G0 G2+ (55)

Use a lei da simetria e a convolucao de Vandermonde.

O argumento nao funciona para o passo da indugao que vai das colecgoes de um cavalo
para as coleccoes de dois cavalos.

10 10!
24.( )4~32~24:7-576

1,2,4,3 1120413!
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Folha 2: RESOLUGAO DETALHADA

1. (a) H4 5! maneiras, porque este problema é equivalente a formar todas as sequéncias
(ordenadas) de 5 objectos sem repeticao.

(b) As rotagoes do circulo ndo mudam a posicao relativa das pessoas:
A__B E___ A D__E ¢ D B___c
0.0 0.0 0
D C B A E
Como ha cinco rotagoes possiveis, a resposta é 5!/5 = 4.

2. Coincide com o exercicio 13 da AF1 e tera resolugao detalhada no RAF1.

3. Paran =0, n(n+ 1) =0, como se queria verificar (caso base). Suponhamos, por hipdtese
de inducado, que se tem x,, = n(n + 1) para um dado n. Entdo, vem: z,.1 = x, +2n+ 2 =
nn+1)4+2n+2 = (n+ 1)(n+ 2) — a primeira igualdade vale por hipétese, enquanto a
segunda vale por hipotese de inducao.

4. (b) Em primeiro lugar, “3 divide n® + 2n” é o mesmo que “n® + 2n é multiplo de 37,
denota-se por 3 | n® + 2n e significa que existe um nimero natural k tal que n® + 2n = 3k.
Procedamos entao a demonstragao. Para comecar, temos de provar

3] (1P +2x1) (Base de Indugao)
mas isto é evidentemente verdade (3 =3 x 1). Admitamos em seguida que
3] (n® + 2n) (Hipdtese de Indugao)

para provar que
3] ((n+1)P°+2(n+1)) (Tese de Indugdo)

Por hipétese de inducdo, podemos escrever n® + 2n = 3k, onde k é um certo niimero natural.
Temos entao

(n+1P+2n+1)=n"+3n*+3n+1+2n+2=(n>+2n)+3n*+3n+3
— 3k+3n*+3n+3=3k+n*+n+1)
(e) A base de indugao consiste em
VeeR 2% 2 =2+ 022 (Base de Indugao)
e é verdadeira, visto que ambos os membros tém o valor . Admitimos que
Ve € R 2k op = 2F 4 kok (Hipétese de Indugao)

com vista a provar que

Vo € R oftl. g = om 2 4 (k4 1)t (Tese de Indugao)
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Note-se que zFtL = z(z — 1)% assim,
oy — gz — 1) =2z - 1)z —1+1) = ((:c—l) (a:—l)—i—(a:—l)E)

= ((:L’ — 1)k+1 + k(x — )k +(z— 1)&) — ((x _ 1)@_‘_ (k+1)(z — 1)&)

hip. ind.
= 2(z — DM+ (k+ Da(z — )5 = 252 4 (k + 1)2kH!

5. O caso base k = 0 dd origem a igualdade 1 = 1 e, portanto, vale. Suponhamos, por hipétese
de inducdo, que se tem (—z)* = (—1)¥2* para um dado k. Vem:

(—a) L = (—o)i(—a — k) = (=D*H (1) (@ + k) = (=)}
— a primeira igualdade vale por definicao de poténcia decrescente, enquanto a segunda vale
por hipétese de inducao.

6. Neste exercicio usa-se o binémio de Newton:

(x4+y)" = Z (Z) 2y *| para quaisquer z,y € C e n € N.
k=0

(a) Temos
R U
1n_ ko A1—k _ 11—k
e =Y () =30 ()
k=0 k=0
Portanto o coeficiente de x° obtém-se quando 11 — k = 5, ou seja k = 6. Este coeficente é,

pois, (161) = (151) = 51'_16"

(b) Temos

(3 —4x)° 26: < ) 6=k = 26: <2) 3k (—4)07 kg 6k,

=0 k=0

Portanto o coeficiente de 2® obtém-se quando 6 —k = 3, ou seja k = 3. Este coeficente é, pois,
(O3 (=4 = —(9)12
3 3 :

(c) Temos

(az + by)" = 27: <Z) (az)* (by)"* = kz?% (Z) aF bk ghy Tk,

k=0

7) a’b’.

Portanto o coeficiente de x2y® obtém-se quando k = 2. Este coeficente é, pois, (2

7. O Rui respondeu certo.
O Mério faz uma sobrecontagem pois conta cada situacao duas vezes. Por exemplo, temos

a b c dja alb ¢ d a
o NS
Vv Vv
os 4 primeiros lugares sao reservados e “a” repete os 4 dltimos lugares sao reservados e “a” repete

8. (a) (552) = numero de subconjuntos com 5 elementos de um conjunto com 52 elementos.
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(b) Existem 13 cartas de ouros e existem 52 — 13 = 39 cartas que nao sao de ouros.

Existem (123) escolhas de 2 cartas de ouros de entre 13 distintas. Para cada escolha fixa temos

(i’g) escolhas de 3 cartas que nao sao de ouros. Portanto, pelo principio da multiplicacao, o

nimeros de maos pedido é: (123) (339).

, . .. . . , /1 , . ..
9. O numero de maneiras de ir jantar com j amigos é (jo). O nimero de maneiras de ir jantar
com um qualquer conjunto de amigos é 21°. A resposta correcta é a (d), pois ha que excluir do

‘total’ o ntimero de maneiras de ir jantar com 0 ou com 1 amigos: 21 — (100) — (110) =210 11.

10. (a) A palavra “DRACONIANO” tem 10 letras e tem 2 A’s, 2 O’s, 2 N’s. Assim o nimero
de maneiras distintas de re-arranjar estas letras é o niimero de permutagoes com repeticao de
10 elementos tomados 2 a2,2a2,2a2, 1lal,lalelal,1lalouseja

10 B 10! 10!
2,2,2,1,1,1,1)  2!2t2r1111111 - 21212

Alternativa:

10

2) subconjuntos de 2 posicoes para a letra “A”.

e Existem 10 posicoes para as letras e (

8) escolhas de 2

Para cada escolha fixa, sobram 8 posicoes para as restantes e existem (2

posicoes para “O”.

Para cada escolha fixa, sobram 6 posi¢oes para as restantes e existem (g) escolhas de 2
posicoes para “N”

Para cada escolha fixa, sobram 4 posicoes. As restantes 4 letras sao distintas e podem
ser permutadas de 4! maneiras.

107\ /8\ (6 10!
4! = .
2)\2)\2 21212
11. (b) & (Z) g—: O primeiro factor representa o niimero de maneiras de escrever as 6 consoantes

(note-se que ha duas iguais); o segundo o niimero de maneiras de escolher os ‘intervalos’ entre
consoantes onde serao colocadas vogais; o terceiro o niimero de maneiras de dispor ai as vogais.

Pelo principio da multiplicacao:

12. Em cada um dos k& — 1 intervalos entre os k zeros, ha necessariamente um um. Assim,
resta distribuir os restantes n — k — (k — 1) uns (bolas) pelos k + 1 espacos (incluindo antes
do primeiro e depois do dltimo zero).

k zeros

000 . 9 k — 1 intervalos entre os zeros
U U

2 espacos - antes do primeiro e depois do ultimo zero

O numero de maneiras de o fazer é:

)0

13. (a) 2" (basta “preencher” as restantes n entradas de todas as maneiras possiveis).

2n)! 2 , N .
(b) % = ( :) - conta o numero de sequéncias de comprimento 2n com n uns e n zeros.
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(c) Seja S o conjunto de todas as sequéncias de comprimento 2n. Consideremos os con-
juntos:

S1 ={s € S: s tem igual nimero de 0 e 1},
So ={s € S: s tem mais 0 do que 1},
S3 ={s € S: s tem menos 0 do que 1}.

Entao S = S; U S5 U S3 sendo a uniao disjunta. Temos que, por simetria, #Sy = #S53. Agora
SoUS3 = {s € S: s tem diferente numero de 0 e 1} e tem-se

por n

1 1/ o (21

n

#(S:US) =#S\#S1 = 92" _ (2”)

Assim

14. Seja X = { A€ Py([n]): n € A}. A afirmacio #X = (7_]) é justificada pela bijeccdo

X = Pra([n—1))
A — A\{n}

Recorde-se que, por defini¢ao, #Py_1([n — 1]) = (Z i)

(justifique que é uma bijeccao)

15. (a) 10- = (10) 7! — pois temos de escolher 7 lugares de entre 10 e para cada escolha fixa
os carros podem ser estacionados de 7! maneiras.

(b) O automoével dos professores mais a esquerda ocupa, ou o quarto, ou o quinto, ou o
sexto, ou o sétimo lugar a contar da esquerda. Adicionando o ntimero de possibilidades para
cada um destes casos ficamos com: 3!-4-63+43.4.5% +53.4.43 +63.4. 3!

Alternativa: (170) - 3!+ 4! — pois temos de escolher 7 lugares de entre 10 e para cada escolha
fixa os 3 carros dos assistentes tém de ser estacionados mais a esquerda e os 4 dos professores
mais a direita, logo podem ser estacionados de 3! - 4! maneiras.

16. (a) O primeiro membro da igualdade é (l:) = #Pi([k]). Tem-se
Pi([k]) = AjUAUA3UA,
onde
Ay ={AecP(k]): kk—1¢A} , As={AcPi(lk]):kecA k—-1¢& A}
As={AecP(k]): k¢t A k—1cA} , Au={AcPi(lk]): k,k—1€ A}

e #A; = (7)), #4, = #A; = (¥77), #A, = (*72). Portanto
()= () (20 (22)
1 1 1—1 1—2
(b) Neste caso, podemos escrever P;([k]) como uniao disjunta de 8 subconjuntos:
Pi([k]) = B1UBUB3UB,UBsUBsUB;UBg
onde os Bj sao definidos tendo em conta que dado B C [k] com ¢ elementos entao
ouke Bouk¢B , ouk—1€eBouk—1¢B , ouk—2c€Bouk—2¢ B.
Por exemplo
={BePik]):k,k—1,k—2¢ B}, Bo={BePi([k]): ke Bk—1,k—2¢ B}, ..

Depois calcular o cardinal de cada B; e concluir que
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W) )62
17. (a) Temos

(n+1) <n2f:1) =l 1)(n + S@z’ - nf!nn)!! B n<2:)

(b) A igualdade enunciada é, obviamente, equivalente a

(n+1) (anJ _ n(2:)

Suponhamos que se pretende, dum conjunto de 2n pessoas, formar uma comissao composta
por n + 1 elementos, dos quais um é o presidente e n sao vogais. Ambos os membros da
igualdade acima contam o ntimero de maneiras de o fazer: no primeiro caso, escolhem-se n+ 1
elementos para constituir a comissao , entre os quais, por sua vez, se escolhe o presidente; no
segundo caso, escolhem-se n vogais para a comissao e escolhe-se o presidente de entre os nao
escolhidos para vogais.

Alternativa: Ambos os membros da igualdade contam o ntimero de maneiras de formar,
dentro de um conjunto de 2n pessoas, uma comissao composta por n + 1 pessoas, uma das
quais é o presidente e as outras n os vogais. Por um lado, podem escolher-se primeiro n + 1
pessoas dentro de 2n pessoas e, depois, escolher um presidente dentro das n 4+ 1 pessoas
escolhidas. Por outro lado, podem escolher-se primeiro n vogais dentro de 2n pessoas e,
depois, escolher um presidente dentro das n pessoas restantes.

18. Temos que

S0 -S00 5060500 ()

(1) - Lei da Simetria, (2) - Convolugao de Vandermonde.

0-0-0-0:0-0-0-0:0-0
0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-50

Alternativa: Temos
“(r+k " (r+k <R /1 r+n+1 r+n+1
2 (30)-2 () -20)- () -0
k=0 k=0 I=r
onde usamos a lei da simetria na primeira igualdade, fazemos a mudanca de variavel r +k = [
na segunda igualdade, usamos a féormula da adicao do indice superior na terceira igualdade e

voltamos a usar a lei da simetria na quarta igualdade.

(b) Seja X = {1,2,...,n + 1} um conjunto com n + 1 elementos. O coeficiente (:;11)

da o ntimero de maneiras de obter m + 1 elementos dentro de X. Outra maneira de contar
este numero de maneiras ¢ a seguinte: quando retiramos m + 1 elementos dentro de X, o
maior elemento retirado é um nimero k£ + 1 entre m + 1 e n + 1; quando retiramos esse maior
elemento k£ + 1, entao ha (:L) maneiras de retirarmos os restantes (porque k + 1 é o maior que

retiramos e ainda temos que retirar m de entre k). Ao todo, hd "} _ ( :1 ) maneiras.
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20. Justifique os passos intermédios:

(x+y)* rT+y B ~ (x Yy B _n 1 k n—k
nl 0 ) e 22 ) i) == K (n— k)Y

Vandermonde k=0
n n\ ..k, n—k
(k)x Y

n!

k=0

21. Faremos inducao em m. Comecemos por

0
Vr € N kzzo (2) (g — k;) = %(:) (Base de Indugao)

Facilmente se verifica que a igualdade ¢ verdadeira (ambos os membros sao iguais a 3). Passe-
mos, pois, ao Passo de Inducao. Admitindo

Vr e N kzzo (Z) (g — k) = mT—l—l (m: 1) (Hip6tese de Indugao)
provemos
m+1
VreN kZ:O (2) (g - k) = mTH (m: 2) (Tese de Indugao)
Tem-se
[akgygR e (N r T
; (k) (5-%) :;<k) (5-4)+ (m+1) (5-m-1)
= T+1 <m: 1) + (m: 1) (g —m— 1) (por hip. de ind.)

T m+1 r
= —_—t=——m-1
m—+1 2 2

LH( r )(mil)(r—m—l)_m+2< r )

2 \m+2) (,)m+2) 2 \m+2

22. Aplicando a lei da simetria, basta provar, pelo método de inducao matematica, que

Vn e N, (n)<(n) sei<j<ﬁ.
1 7 2

23. O argumento nao funciona para o passo da inducao que vai das colecgoes de um cavalo
para as colecgoes de dois cavalos.

24. Temos

10
10 A A .
4 2 10: 4 1 222 13 14.
(4z + 3y + 2z + w) | E A <’i1,i2,i3,i4)( )" (3y)?(22)%w
11,12,13,14=0
i1+i2+13+14=10

Para obtermos zy?w?z* terd de ser i, = 1, iy = 2, i3 = 4, i, = 3. Logo o coeficiente pedido é:

10 10!
4-32.28 = ——__ . 576.
(1,2,4,3) 11214131
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