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Exemplo de Resolucao

1. Uma fracgao § diz-se irredutivel se a e b sao ntimeros primos entre si. Ou seja e de um
modo equlvalente se 0 unico divisor comum a a e b é a unidade.
Suponhamos entao que existe um m € N nao nulo tal que

m|(2ln+4), m|(14n + 3)
Nestas condigoes e por linearidade tem-se que

m| £3(14n +3) —2(21ln + 4)))

~~
=1

pelo que m = 1.

2. Case Base: n = 1. Tem-se

bl — ol

b—a

=1=10%",

0 que prova que o caso base verifica-se.

Hipétese de inducgao: Dado um ntmero natural n > 1, qualquer, suponhamos que

n n—1
B — E bian—i—l
=0

Tese de inducao:
bn+1 am

+1 n
b_a _sznz

Para se provar a tese de inducao observe-se que

ntl _ on+l n_ gn —a)a™ n_ gn
b a™ (0" —a™)b+ (b—a)a :bb a Can,
b—a b—a b—a

o que permite concluir, por aplicacao da hipdtese de inducao, que

prtl _ gntl n—1 ] ) n—1 A '
; — bz bzan—z—l + a® = sz—i—lan—(z—i—l) + a”
—a
= 1=0

n n
g Va7 4+ a" = g Va"?,
Jj=1 Jj=0



onde na penultima igualdade se efectuou a mudanca de varidavel 7 = ¢ + 1. Fica assim
provada a tese de inducao.
Pelo método de inducao matematica, podemos assim concluir que, para qualquer

ndmero natural n > 1,
n n n—1
V" —a _ 2 :bianﬂ;l
b—a ;
=0

3. Relativamente ao exercicio anterior, note-se que para quaisquer a,b € Z

n—1
E bian—i—l

=0

¢ um numero inteiro. Ou seja, atendendo a definicao de divisor de um ntimero, o exercicio
2 prova, em particular, que dados a,b € Z, a # b,

(a—0b)|(a"=b"), Vke{l,2,...}. (1)

Assim:

3.1.

3.1.1. Pela propriedade transitiva (Lema 1.1 Propriedade (iii)) tem-se para todo o k €

(1,2,...}

m|(a=0b), (a=b)|(@" -0") = m][(a" -0"),

sendo o resultado ainda verdadeiro para k = 0.

3.1.2. Suponhamos que o polinémio p é da forma
p(z) = ana™ +ap 2"+ Far® +artag, n>1, a0, €%, i=0,1,...,n.
Logo, p(a) — p(b) é dado por
p(a) —p(b) = an(a” —b") + ap_1(a" =" N 4+ ..+ az(a® — b?) +ai(a—b),

resultando o pretendido por linearidade (Lema 1.1 Propriedade (i)) e por GII)

3.1.3. De acordo com a alinea 3.1.1, para quaisquer a,b € Z, a # b, tem-se
m|(a—b) = m|(a" —b").

Em particular, este resultado é vélido substituindo b € Z por —b € Z e considerando
k um qualquer nimero natural impar. Dado que para k fmpar, (—b)* = (—1)** =
—b*, obtém-se neste caso

m|(a+b) = m|(a" +b").

'Naturalmente para o caso de um polinémio de grau 0 tem-se sempre p(a) — p(b) = 0 e, portanto,
a —b# 0 ¢éum divisor de p(a) — p(b).



3.2. Para se provar que o resultado da alinea 3.1.3 é falso para k um nimero natural par,
basta apresentar um contra-exemplo.

Considere-se, por exemplo, a =5, b =7, m =3 e k = 2. Tem-se que 3| (a+b), a+b =12,
mas o 3 nao divide a? + b* = 74.

4.

4.1. Atendendo ao Exercicio 4.3 sobre Divisibilidade e ao facto de mdc(a, b) ser um divisor
de a e de b tem-se
mde a b B 1
mdc(a, b)’ mde(a,b) /] mdc(a, b)

mdc(a, b) = 1.
4.2. Uma vez que mdc(a, b) | a, mde(a,b) | b, a e b podem-se escrever na forma a = 15m,
b= 15n, m,n € N. Deste modo
NV=a+b=15(m+n) = m+n==6.

Por outro lado, de acordo com a alinea anterior, mdc(m,n) = 1. Deste modo, esta
condicao exclui de imediato os casos m=n=3, m=2en=4,oum=4en =2,
sendo os unicos pares (m,n) de nimeros inteiros positivos possiveis

(m,n) =(1,5) = a=15,b =175,
(m,n) =(5,1) = a="75,b=15.

5.

5.1. Sendo p e g dois nimeros primos diferentes, p e ¢ sao primos entre si. Logo, pela
Proposigao 1.13 do Texto sobre Divisibilidade,

mmc(p, q) = pg.
Por seu turno, pelo Lema 1.11 alinea 2 do mesmo Texto, para todo n € N,
mdc(p + ng, ¢) = mde(p — (—n)q, q) = mde(p, q) = 1,
pelo que novamente pela Proposicao 1.13,
mmc(p + ng, q) = (p+ nq)q.

Estes factos conjugados permitem assim concluir que
mme(p + ng, q) — mme(p, q) = (p +nq)q — pg = ng’.
5.2. Comece-se por observar que por a ser um multiplo de p,
mdc(a, p) = p, mme(p,a) = a.
Deste modo, resulta do Lema 1.11, alinea 2,
mdc(p + na,a) = mde(p, a) = p,
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o que implica, pela Proposicao 1.13,

(p+mna)a  p+na
p p

mmc(p + na,a) = mmec(p, a).

Como, por linearidade,
plp, pla = p| (p+na),
~——

eN

tem-se que ]% € N, com o que fica provado o pretendido.

6. Em termos de factorizacao em niimeros primos tem-se
2160 = 2* x 3% x 5.
Logo:
6.1. Um numero natural é um divisor de 2160 se, e s6 se, é da forma
2% x 37 x5, ae{0,1,2,3,4}, p€{0,1,2,3}, v € {0,1}. (2)

O ntmero total de divisores positivos de 2160 é assim igual ao nimero de elementos
da forma (a, 8,7) com a € {0,1,2,3,4}, B € {0,1,2,3} e v € {0,1}, 0 qual é igual a

4#{0,1,2,3,4} x #{0,1,2,3} x #{0,1} = 40.

Uma vez que este numero inclui a unidade e o proprio 2160, temos entao que o nimero
total de divisores proprios positivos de 2160 é igual a 40 — 2 = 38.

6.2. Consideremos agora todos os divisores positivos de 2160, isto é, todos os nimeros

da forma (2)).

6.2.1. Como o produto de niimeros impares é sempre um nimero fmpar, um divisor (2I)
de 2160 é impar se, e so se, a = 0. Consequentemente, a factorizacao em niimeros
primos de um tal divisor é da forma

3P x5, Be€{0,1,2,3}, ve{0,1},
pelo que, como anteriormente, existem 8 divisores impares de 2160.

6.2.2 Os divisores positivos de 2160 que sao multiplos de 3 sao todos os numeros da
forma (2) com 5 # 0. Assim, ha um total de

#{0,1,2,3,4} x #{1,2,3} x #{0,1} = 30
divisores nestas condigoes.
6.2.3. Neste caso procuram-se todos os divisores da forma () tais que
V29 x 38 x 57 = 2% x 3% x 53 € N.
A factorizacao em nimeros primos dos divisores procurados é assim da forma
2°x 3%, ac{0,2,4},8 € {0,2},

num total de 6 divisores.



7. Em termos de factorizagao de ntimeros primos tem-se
2160 = 2" x 3° x 5, 525 =3 x 5> x 7,

pelo que o mdc(2160,525) ¢ igual ao produto dos factores comuns, cada um elevado ao
menor expoente. Por outras palavras:

mdc(2160, 525) = 3min{d 1} 5 gmin{l2 — 3 5 — 15, (3)

Atendendo a Proposicao 1.13, daqui resulta de imediato que

2160 x 525
mdc(2160, 525)

mmc(2160, 525) = = o4 5 gmax{Bl} o smax{l.2} o7 — 9% 5 3% 52 x 7.

Confirmemos agora o resultado obtido em (3]) pelo algoritmo de Euclides. Dividindo 2160
por 525 obtém-se 2160 = 4 - 525 + 60, pelo que
mdc(2160, 525) = mdc(525, 60).
De modo anélogo, dividindo 525 por 60 tem-se 525 = 8 - 60 + 45, pelo que
mdc(525,60) = mdc(60, 45).
Repetindo novamente este raciocinio obtém-se
mdc(60,45) = mdc(45, 15) = 15,

em que na ultima igualdade utilizou-se o facto de 45 = 3 x 15 e, portanto, 15 é maior
divisor comum a 15 e a 45.

8. Com vista a um absurdo, vamos supor que p nao é um nimero primo. Assim sendo,
p = ab. Como, por hipdtese, p nao é multiplo de nenhum niimero menor que n tem que
se ter a,b > n. Mas,

a,b>n = p=ab>n?

o que é um absurdo, pois, por hipétese, p < n%2. Como o absurdo resultou da hipdtese de
P nao ser um numero primo, conclui-se entao que p é primo.

9.

9.1. Para qualquer £k =1,2,...,p — 1 tem-se

pl = <z) (p — k)IK!

Como p! = p(p — 1), (p — 1)! € N, resulta entao que p|p! e, portanto,

p
ol (7)o ke (@)
O resto do exercicio resume-se a provar que

pfp—FK)E, kE=1,2...,p—1 (5)



Com efeito, provado ([f]), resulta do facto de p ser primo e do Lema 1.11 alinea 1
do texto sobre Divisibilidade que mdc(p, (p — k)!k!) = 1 e, portanto, por (@) e pela
Proposigao 1.9 do mesmo texto, p| (z), k=1,2,...,p— 1.

Para provar () comece-se por notar que
k= —(p— k) (modp)
ou, mais geralmente,
k—i=—(p—k+i)(modp), i=0,1,....k—1.

Assim sendo,

K=k = D"e-k@-k+1)...(p—2)(p—1)(p—k)! (modp)

—(p—1)(p—2)...(p—+1) (p—k) 1= (p—1)!
= (=1)*p—k)(p - 1)! (mod p),

onde, pelo Teorema 1.34 (Wilson),

(p—1)! = —1(modp)
por p ser primo. Consequentemente,
ki(p — k)l = (=1)""!(p — k) (mod p),

em que por k = 1,2,...,p — 1 (ou seja, por k # 0, k # p), (p — k) Z 0 (mod p).
Logo, k!(p — k)! # 0 (mod p), o que equivale a ([]).

9.2. Comece-se por observar que (p — 1)! é um multiplo comum de 1,2,...,p — 1. Logo,
por definicao de minimo miltiplo comum,

mme(1,2,...p—1)] (p—1)! (6)
Daqui resulta que p nao divide mme(1,2,...,p — 1). Com efeito, se p fosse um
divisor de mme(1,2,...,p — 1), entdo, por transitividade, resultaria de (@) que p

dividiria (p—1)!, o que é impossivel, como provado em (Bl) da alinea anterior. Logo,

p fmme(1,2,...,p—1).

Este resultado prova a afirmagao feita no inicio da demonstragao do Teorema 1.35
(Teorema de Wolstenholme).

9.3. Provemos o resultado pretendido por recurso ao método de indugao matemaética.
Assim:

Case Base: n = 0. Este caso é imediato, pois qualquer niimero nao nulo divide o
0.



Hipétese de inducao: Fixado um n € N, qualquer, suponhamos que
pl(n” —n).

Tese de inducao:
pl((n+1)" = (n+1)).

Passo de inducao: Pelo Binémio de Newton tem-se

n+1P—Mm+1) = i (Z)np_k—(n—i-l)

k=0

_ np+(f;)np—1+...+(pfl)n+1_<n+1>

s (e ()

em que, pela hipétese de inducao, n? —n é divisivel por p, enquanto que os restantes
termos sao divisiveis por p pela alinea 9.1. Deste modo prova-se que p ¢é divisor de
(n+ 1) — (n+1).

Conclusao: Pelo método de inducao matematica, fica assim provado que

p|(n? —n), VneN,

10. A resolucao destes dois exercicios segue as linhas da demonstracao do critério de
divisibilidade por 7. Tal como nesse caso, também agora 13 e 37 sao nimeros primos e,
por conseguinte, todos os elementos de Z3 \ {0} e de Zs; \ {0} séo invertiveis.

10.1. Dado .
N=> a;10%,
k=0

consideremos novamente
N —ay=10)  ayl0"".
k=1
Como
10-4 =1 (mod 13),
tem-se entao

AN —ag) =40 " a;1057" =) " 0,107 (mod 13),
k=1 k=1

o que conduz, por subtraccao de 9ay a “ambos os membros”, a

AN = Z ar10"' — 9ay (mod 13).
k=1



Desta forma, tem-se que

Z ap10F1 — 9ay = (anGp—1...a1)10 — 9ag
k=1

¢ divisivel por 13 se, e s6 se, 4N ¢ divisivel por 13, o que acontece se, e sé se, N é
divisivel por 13 (cf. Proposicao 1.9).

10.2. Novamente partindo de
N—ao=10> a105" N:=> a,10%,
k=1 k=0

resulta de 26 - 10 = 1 (mod 37),

n

26(N — ap) =260 > a;10°7" =) " ;10" (mod 37),
k=1 k=1

pelo que

26N = 26(N — ag) — 1lag = » _ a;10*"" — 11ag (mod 37).
k=1

Desta maneira conclui-se que

n

Z akl(]k_l - 11@0 = (anan_l ce CL1>10 - 11@0
k=1

é divisivel por 37 se, e s6 se, 26N ¢é divisivel por 37, o que acontece se, e s6 se, N é

divisivel por 37 (cf. Proposicao 1.9).

11. Comece-se por observar que 71392 = 4x17848. Assim, de acordo com a demonstracao
do critério de divisibilidade por 13 (Exercicio 10.1), tem-se que

71392 =4 x 17848 = 1784 — 9 x 8 (mod 13).
=1712

Do mesmo modo,
1712 = 4 x 428 = 42 — 9 x 8 (mod 13).
N———

=-30

Ou seja e por transitividade,
71392 = —30 (mod 13),

pelo que o resto da divisao de 71392 por 13 ¢é igual ao resto da divisao de —30 por 13, ou
seja, 9 (pela divisdo euclidiana, —30 = 13 x (=3) +9).



