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PROBABILIDADES

EVOLUCAO HISTORICA

O calculo de Probabilidades teve, eventualmente, o seu inicio com a
correspondéncia trocada por Pierre de Fermat (1601-1665) e Blaise Pascal
(1623-1662) no ano de 1654. O cavaleiro de Méré — jogador inveterado para
wr=_ fildsofo @ homem de letras para outros — havia pedido a Pascal a resolu-
£30 de problemas que se prendiam com a pratica de jogos de azar, nomeada- 1
menie 0 jogo dos dados.

Consta gue ele terd ganho uma soma consideravel de dinheiro apos-
%=ndo na saida de pelo menos um seis em cada quatro langamentos
{1-(5/6)" =0518 > 0,5), tendo-a perdido ao apostar na saida de
peio menos um doble de seis em cada 24 langamentos de dois dados
(1-(35/36)%* = 0,491 > 0,51).

Thomas Bayes (1702-1761) ocupa-se da questdo de como, conhecendo 0s
sesultados dos jogos, se podem estabelecer conclusfes acerca das leis subja-
sentes, isto é, calcula a probabilidade de que um modelo ou uma hipdtese
seam verdadeiros.

Em 1713 apareceram as cbras de Jakob Bernoulli (1654-1705) — Ars Con-
sectandi, Opus Postumum — sobre o célculo de probabilidades, incluindo ja o
sonceito «estocastico», a distribuicao Binominal e a lei dos grandes numeros.
£ surge a distribuigdo Normal como limite da Binomial, obtida por Abraham de
Moivre (1667-1754; The Doctrine of Chaucesme, 1718).

Em 1812 surge a primeira exposicdo sistematica de todo o Calculo de
Srobabilidades, em Theorie Analytique des Probabilités, por Pierre Simon I
Laplace (1748-1827), e assim a definicdo classica de probabilidade de um
scontecimento que pode ocorrer apenas num numerao finito de possibilidades.

Entretanto outros trabalhos foram surgindo e, a teoria matematica de pro-
sabilidade, tal como hoje é conhecida, tem origem relativamente recente. Em
Foundations of The Theory of Probability (Berlim), 1933, A. N. Kolmogorov
gesenvolveu a teoria axiomdtica de probabilidade.
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A teoria da probabilidade reveste-se de grande utilidade e importancia ao
longo de toda a estatistica matematica, bem podendo essa importancia ser
realcada através do diagrama seguinte:

FiG. 1.1

Populagio |

em analise

Inferéncia estatistica .
(Estatistica indutiva)

Y

Amostra

.

Eslatistica
dascritiva

ESPACO AMOSTRAL

A teoria da probabilidade é uma parte da matematica Gtil na descoberta e
investigacdo das caracteristicas regulares de acontecimentos aleatdrios.

Suponhamos que se investiga a temperatura mensal média num local
definido, num determinado més, Janeiro, por exemplo, nas Penhas Douradas.
E facil entender que esta temperatura média depende de varios factores, tais
como a humidade, a direccéo e a forga do vento. O efeito de tais causas muda
de ano para ano, pelo que a temperatura media nas Penhas Douradas, em
Janeiro, ndo sera sempre igual.
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Como resultado disto, ndo estaremos habilitados a prever com um grau de
confianga suficiente, qual a temperatura meédia para um certo Janeiro.
Trata-se, pois, de um fendmeno aleatdrio. Note-se, ainda, gue o fenémeno de
regularidade s6 comeca a ser notado & medida que o numero de observacbes
seja grande. Viejamos alguns exemplos:

B EXEMPLO 1.1

Lancamento de uma moeda.

Assumindo a mosda perfeita (equilibrada), sd existemn dois resultados possi-
veis para esta experiéncia: Face e Coroa. Todavia, em qualquer repetico desta
experiéncia ndo sabemos .qual serd o resultado, existindo incerteza quanto a
este.

B EXEMPLO 1.2

Roleta.

Foda da roleta é um disco circular dividido em 39 sectores iguais, numerados
desde 0 a 37 e 00. Pode-se apostar em qualguer dos 39 nimeros ou algumas
combinagdes deles. Pode ainda apostar-se na cor, vermelha ou preta. Se a bola
para no sector 32, por exemplo, ganha quem apostou no 32 ou combinagdes
gue incluam o 32. Nesta experiéncia, todos os resultados possiveis sdo previa-
mente conhecidos: 00, 0, 1, 2, ..., 37; mas existe incerfeza quanto ac resultado,
aguando da realizag3o da experiéncia, desde que se possa considerar a roleta
como ndo viciada.

B EXEMPLO 1.3

Os tempos de vida de lampadas fluorescentes sio registados.

Também neste caso ndo sabemos qual o tempo de vida de uma lampada
seleccionada ao acaso; apenas podemos afirmar ser um ndmero enlre Zero e
infinitas horas.

As experiéncias descritas — bem como tantas outras — tém certos facto-
res comuns. Para cada experiéncia conhecemos, antecipadamente, todos 0s
resultados possiveis. Mas em cada realizacdo da experiéncia ndo saberemos
qual serd o resultado especifico, isto &, existe incerteza em relagéo ao resul-
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tado, em qualquer repetigo da experiéncia, supondo essas repetlicoes em
condigdes idénlicas.

Estamos, assim em presenca de experiéncias aleatorias, porquanto todas
elas estdo sujeitas a influéncia de factores casuais e conduzem a resultados
incertos.

DEFINICAO 1.1 (Experiéncia Aleatoria)

Define-se experiéncia alealoria como sendo uma experiéncia na qual:
i) Todos os resultados possiveis da experiéncia sdo conhecidos previa-
mente;

ii) O resultado de qualquer realizacdo da experiéncia ndo € previamente
conhecido, sendo porianto, incerto;

iii) A experiéneia pode ser repetida sob condigdes idénticas.

A incerteza de uma experiéncia aleatdria é objecto de estudo em teoria
das probabilidades. Associar-se-d a cada uma destas experiéncias um con-
junto que designaremos por £, conjunto de todos os resultados possiveis de
uma experiéncia aleatdria, ao qual se chama Espaco de Resultados.

Aos seus elementos (resultados) chamaremos acontecimentos elementa-
res. A cada Q associar-se-a ainda uma classe 4 de acontecimentos probabili-
zAveis, gue caracterizaremos a seguir e a qual chamamos Espago de
Acontecimentos.

Isto porgue quando Q néo for mensuravel, poderéo existir subconjuntos de
2 que ndo interessa considerar como acontecimentos. Note-se, desde ja, que
@ e Q serdo sempre acontecimentos, portanto subconjuntos de 4, os quais
designaremos por acontecimentos impossivel e verdadeiro (certo), respectiva-
mente.

Vamos agora estabelecer quais os subconjuntos de 2 que podem ser
considerados como acontecimentos, uniformizando o tratamento de casos
diferentes, em © numerdvel e ndo numerdvel. Isto porque se a definigdo de
espaco de resultados é precisa e satisfatoria, o mesmo néo acontece com as
definicbes de acontecimentos e espaco de acontecimentos.

Exige-se que a classe A verifique certas propriedades para dota-la de uma
estrutura.
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DEFINICAO 1.2 (Algebra de Acontecimentos)
A classe ndo vazia 4, chamaremos Algebra Booleana ou simplesmente
Algebra de Acontecimentos, caso ela satisfaga as seguintes condigdes:
il eA
ii)SeAe a,entdo A € a.

fii)Se Ay, A- € 4,enfdo A U As € 4.

Note-se, pois, que uma Algebra de Acontecimentos é uma classe nio
vazia de subconjuntos de & que é fechada para um conjunto numeravel de
unidades e complementos e contém o acontecimento impossivel &

DEFINICAO 1.3 (Sigma-Algebra)
A classe ndo vazia a, chamaremos S.ryma—ﬁfgabra {o-digebra de Bools)
caso ela verifiqgue as seguinfes propriedades:
i) 0 e a;
i) Se A e a; entdo A € A;

n
i) Se Ay, As ... Ay € A,entdo |J A; € 4,sendo ondmero de aconte-
i=1

cimentos A;- finito ou infinito numeradvel,

Pode demonstrar-se que uma g-algebra & uma algebra, mas nao necessa-
riamente o reciproco.

Meste momento chama-se & atencdo para algumas propriedades das
operacoes definidas sobre acontecimentos, as mesmas que foram deduzidas

dentro da algebra de conjuntos:
1. Comutatividade: YA, B = a:
AuB=Buld e AnB=8BnA;

2. Associatividade: VA, B, C = a:
Auvl(Bul)=(AuBYuCe8ANIBEnC)y={An B} nC;

A
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3. Distributividade: YA, B.C = 4:
Au(BnC)=(AuB)n(AuC) e
An(Bul)l={AnByu{AnC)

4. ldempoténcia: A v A=A e Am A=A
5.Absorgdo: AcB = AuB=B e AcB = AnB=A
G.Modulares: Avu 2 =Q AU =A AnQ=A Arn @ =&

7. Leis de Morgan:

J(AuB)=AnB e [ GA.«]z HAT-:
i=1 =

i(A~B)=AUB e [ ﬁ1a]= U A:
i= i=1

A um espago munido de uma o-algebra 2, chama-se mensuravel e repre-
senta-se por (Q, 4).

DEFINICAO 1.4 (Espago amostra)

Chama-se espago amostra de uma experiéncia aleatdria ao espaco
mensuravel (£, a).

A qualguer conjunto A € a2 chama-se acontecimento. Assim, A serd uma
colecgdo de resultados. Cada resultado é conhecido come acontecimento sim-
ples ou elementar.

DEFINICAQ 1.5 (Espago amostra finito)

Diz-se que (L2, A) é um espago amostra finito se o conjunto © apenas
contém um ndmero finito de resultados.

A
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DEFINICAO 1.6 (Espago amostra discreto)

Diz-se que (2, A) € um espaco amosira discreto se L} contem guando
muito um numero de resultados finito ou infinifo numerdvel.

DEFINICAO 1.7 (Espago amostra infinito)

Diz-se que (Q,A) & um espago amosira infinito se ) contém um
numero ndo numerdvel de resultados.

DEF]‘NIQA“D 1.8 {(Espagg amostra continuo)

Se @ = IR* ou qualquer rectangulo em IR* dir-se-d que (Q,4) &
um espago amosira continuo.

Um dos exemplos mais importantes de espago amostra nao numeravel diz
respeito ao caso em que Q = /R, ou um intervalo de IR. Neste caso, todos os
valores de IR e todos os intervalos — abertos, semi-abertos e fechados —
serdo acontecimentos. Mais adiante voltaremos a esta situacao.

Vejamos, de seguida, alguns exemplos de experiéncias aleatdrias e, para
cada, os respectivos espaco de resultados e espago amostra, notando-se

sempre a relacao #4a = 2"%,

B EXEMPLO 1.4

Seja a experiéncia aleatdria que consiste no langamento de uma moeda per-
feita.
Para esta experiéncia aleatdria, ter-se-ia:

0 = {F,C}, o conjunto de simbolos F e C, obtencio de Face e Coroa,
respectivameante.

a={@,F.C.IF.C}} ou a={@, F.C, Q] classe de lodos
o5 subconjuntos de £

Mote-se que; #0 = 2; #4 = 02 _ 4

A
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B EXEMPLO 1.5

Considere-se, agora, que a moeda é langada duas vezes. Ter-se-ia identica-
mente:

Q= {{F.FL,(F.CLIC.F)L(EC.CH, e

a = {@{F,FL{F.CLIC.FLIC.CLUF, F)L.(F.CILIF, F)LC,FL
{(F,F),(C.C)}{(F.C).(C.F)}.IC.C)LIC,FIL{C.C)(F.CL
{F.FIF.CLC FILIF FLF.CLC.CLUF.FLIC.FLIC.CN,
[{(F.C)L(C . F)LC.ClLat.

0 =4 8 #a =2 = 15.

B EXEMPLO 1.6

Langamento de uma moeda até aparecer a primeira Face.
Mesta situacio ter-se-ia:
Q = [FAC.F).(C.C.F)(C.C.C.FyCC.CLCF)..)
e 4 seria a classe de todos os subconjuntos de 0.

Mote-se que, neste caso, 0 espago de resultados & constituido por uma infini-
dade numeravel de elemantos.

Qutro raciocinio possivel para definir £ consistiia em observar o nimero de
langamentos até «acontecer» Face pela primeira vez,

Entao, ter-se-ia:

Q= {1,2,3.4......}. conjunto de todos os inteiros positivos. Assim, 3 seria
a classe de todos os subconjuntos de inteiros positivos.

B EXEMPLO 1.7

A observagio do tempo de vida, em determinadas unidades, de uma compo-
nente electrdnica de cerlo sistema, representa uma experiéncia aleatoria, para
a gual:

0 = {x: x >0}, e A sena, neste caso, a classe de todos os subconjuntos
de reais positivos.

Estamos perante uma experiéncia aleatdria para a qual Q & um espaco de
resultados continuo & (L, 7 ) um espago amostra continuo.

A
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Aqui se chama & afengio para o facto de nem todos os subconjuntos
de 0 serem acontecimentos, ao contrario do que acontece quando (Q,3) &
discreto. N&o hd qualguer inconveniente nessa situagdo, na qual £2 contém
elementos gue ndo podem resultar da experiéncia; o contrdrio seria grave, caso
£ nao tivesse todos os resultados possiveis.

Qutros resultados derivam directamente das trés propriedades que definem
uma c-algebra.

TEOREMA 1.1

@oe A.

DEMONSTRACAQ
Afravés de (i) e (i), respectivamente,
‘| QcAae Qea

Mas sendo Q@ = @, entdo @ € 4.

TEOREMA 1.2

Se Ay, A e a,entdo Ay n Ap € A.

DEMONSTRAGCAD
Alraves de (i) e (i), tem-se, respectivamente,
Al,A2 caeA U A €4,
Novamente por (ii),
(A1 u Az2) e a
e, consequentemente,

(A nA)=A N A €A
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TEOREMA 1.3

Se AL As,..., Ay....e A, entdo [ A € Aa.
im

DEMONSTRACAQ

Alravés de (i),
Ai, Az, ..., A2,.. € A;
usando (iii),

=1

novamente através de {ii),

[_a A]n ety

I =

PROBLEMAS 1.2

Considere o langamento de um dado equilibrado.
3) Represente o espaco de resultados;
b) Indique os acontecimentos que pertencem & o-dlgebra de Boole.

B cConsidere o langamento de duas moedas perfeitas. Defina os seguintes
acontecimentos:

a) A = { saida de exactamente uma Face ou de exactamente uma Coroa |,
b) B = { saida de uma Face na primeira moeda };

¢) C = [ saida de pelo menos uma coroa }.

El Sejam A B, C trés acontecimentos associados a uma certa experniéncia
aleatoria. Defina, em notagdo de acontecimentos:

a) Pelo menos um dos acontecimentos ocorre;
b} Apenas ocorre o acontecimento A;

¢) Ocorre exactamente um dos acontecimentos;

A
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d) Ocorrem exactamente dois dos acontecimentos;

&) Nao mais de dois acontecimentos ocorrem simultaneamente.

Considere o langamento de dois dados equilibrados. Para esla experiéncia
aleatoria defina os acontecimentos sequintes:

a) A = { saida apenas de faces 4 ou 5}
b) B = { saida de uma soma de duas faces inferior a 4 }

¢} C = { saida de uma soma de duas faces igual a 5 }.

EH cConsidere o tempo de vida dtil de um componente electrdnico, em horas,
admitindo, assim, que & = {tf: > 0}.

Sejam os acontecimentos:
A = {t: t > 800};
B = {f;: 600 <1 < 1000};
Co={t:1 < 700}

Mestas condigbes caracterize 0s acontecimentos seguintes:
aAAvE Aul, BuC;

BANnB, AnC,BnC;

clA; B, C.

Bl Considere um lote de lAmpadas com duas lampadas defeituosas (numeradas
de 1 a 2) e trés perfeitas (numeradas de 3 a 5). Realiza-se uma experiéncia gue
consiste na extracgio de duas lampadas sem reposiglo. Defina os aconteci-
mentos saguintes:

g} Espaco de resultados:

Bl A
B
C = {saida de nenhuma lampada defeituosa }

1

[ saida de uma lampada defeituosa na 1* tiragem }

{ saida de uma lampada defeituosa na 2* tiragem }
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DEFINIGCAO DE PROBABILIDADE

DEFINICAO 1.9
Definicdo Cldssica ou de Laplace. 0 finito.

Em 1812, Laplace apresenta esta definicio do modo seguinte:

— «Probabilidade de um acontecimento é o quociente entre o numero
de casos favordveis ao acontecimento e o numero de casos possiveis,
todos 0s casos supostos igualmente provdveiss,

Se uma experiéncia alealdria pode ter n resultados diferentes —
numero de casos possiveis — igualmente provaveis e gue se excluem
mutuamente, dos quais n( A) tém a caracteristica A, entao a probabilidade
associada ao acontecimento A serd o numero
n(A)

n

P(A) = (1.1)

B EXEMPLO 1.8

Qual a probabilidade de se obter uma face impar, aquando do langamento de
um dado perfeita?

| BesoLugdo

Para esla experiéncia, como ja sabemos, ter-se-ia £2 = {1,2,3,4,5,6) e,
consequentemente, n = 6.

Por outro lado, definindo A = {sair face impar}, A = [1,3,5}, ter-se-ia
n{A) = 3 Assim,

«ndmero de casos favordveisa A»  n(A)
«NUmers de casos possiveis: n

P(A) = %

A
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B EXEMPLO 1.9

Muma caixa estao 30 pegas das quais 5 sdo defeituosas. Extrai-se, aleatoria-
mente uma pega. Qual a probabilidade da pega ser defeitupsa?

| ResoLucio

Claramente se tem, para esta experiéncia, definindo 4 = { peca defeituosa },
n{A) = 5 & n = 30; consequentemente, P(A) = 5/30.

B EXEMPLO 1.10

Ma situacio do lote de pegas do exemplo anterior — 30 pegas — suponha-se
que um potencial comprador apenas aceita esse lole caso haja quando muito
uma pega defeituosa, numa amostra de 5.

Qual a probabilidade de gue ele aceite o lote, caso este contenha 6 pegas
defeituosas?

| ResoLucio
Sejam os acontecimentos:;
A = { Aceitacio do lote };
0y = { Menhuma peca defeituosa };
0, = [ Uma pega defeituosa ).

Ter-se-a entdo, P(A) = P{Dgp) + P(DOy).

Lole
/ 0 \
F 4 F Y
6 (Det.) 24 (Peri)
| |
k 5=k
g
\ k J
o 5 -
Amosira

Hipe

«nimero de casos favoraveiss 0 5 5

i = Bt e D

P(Do) «ndmero de casos possiveis» [ :mJ [ 30] 020
5 5
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B[ 24
PiDy) - [1J[4--——u44?
(D) = —a"ag] =0,
s

Consequentemente, P(A)} = 0,745.

A definicio apresenta alguns problemas:

1. Dificuldade, por vezes, na determinagao de n(A) e n.

2. Apenas pode aplicar-se a uma classe limitada de problemas. Por
exemplo, na experiéncia do dado, a sua aplicabilidade apenas resulta
quando as seis faces tenham a mesma probabilidade. Caso o dado
seja ndo equilibrado e a probabilidade de ocorrer face 3 seja, por
exemplo, 0,2, a probabilidade ndo pode obter-se de (1.1).

3. Estar restringida a situagdo em que o nimero de resultados seja finito.

4. Determinacdo a priori, sem a realizagao real da experiéncia.

DEFINICAO 1.10

Definicdo Frequencista.

A probabilidade de qualguer acontecimento A define-se atraves do
limite da frequéncia relativa desse mesmo acontecimente numa sucessao
de experiéncias realizadas sob o mesmo conjunto de condicoes:

P(A) = fim A (1.2)

m—% o n

Esta definigiio parece razoavel, pois se as probabilidades sao usadas na
descrigdo de frequéncias relativas, € natural defini-las como limites de tais
frequéncias. Também os problemas associados com definigbes a priori sao
eliminados e a teoria é baseada na observacgao.

Contudo, se o conceito frequencista € fundamental em aplicagbes de
probabilidades, ja o seu uso como base de uma teoria dedutiva levanta pro-
blemas. Numa experiéncia fisica, os nimeros n(A) e n podem na realidade
ser grandes, mas serdo finitos; a sua razao pode, mesmo aproximadamente,
ser igualada ao limite.

A
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Ao usar esta definicdo de P(A), o limite deve aceitar-se como uma hipd-
fese e ndo como um ndmero que pode ser determinado experimentalmente.

DEFINICAO 1.11

Definigao Axiomatica (Kolmogorov)

Seja (L2, a) 0 espaco amostra associado a uma experiéncia aleatdria.
A fungdo P(.) definida em a e tendo o intervalo [0,1] para contradominio
& chamada medida de probabilidade ou apenas probabilidade se satisfa-
Zer 0s axiomas seguintes:

1.P(A)>0, VA € a.

2 P(Q) =1

3. 5e Ay, As, Ag, ..., Ay, ... € A, 880 incompativels dois a dois (isto &,
.rdu,' (& Aj = @, "J'r',_j:l,'enréﬂ

P UAI-]= Y P(A)
i=1

i=1

Chama-se a P(A) a probabilidade do acontecimento A.

Esta definicdo consiste no melhor caminho para introduzir a teoria da pro-
babilidade, realgando o cardcter dedutivo da teoria, evitando ambiguidades de
conceitos, fornecendo uma sélida preparag@o para aplicacdes sofisticadas.

DEFINICAO 1.12 (Espaco de Probabilidades)

Ao termo ordenade (Q,a,P(.)) — com 2,4, F(.) definidos anterior-
mente — chamar-se-4 Espaco de Frobabilidades.

Pode sempre associar-se um espaco de probabilidade a uma experiéncia
aleatoria. Ao fazé-lo estd a construir-se um modelo probabilistico para essa
experiencia.

A
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TEOREMA 1.4

P} = 0.

DEMONSTRACAD
Fazendo Ay = @, A» = &, .., pelo axioma 3,

P(@) = F[_U A,-] i P(A) = i P(&)
j=1 j=1

A igualdade s6 se verifica se P(&) = 0.

TEOREMA 1.5

Se Ay, ..., A, sdo acontecimentos incompativeis em A, entao

PlAjuAsu ... UA, = E P(A;)
=

DEMONSTRACAO

Sejam

Entdo
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TEOREMA 1.6

Se A e 4, entio P(A) = 1-P(A).

DEMDNSTHAEED
AuvA=0 ¢ AnA=0

entao,
P(Q)=P(AuU A) = P(A)+ P(A)
Através do axioma 2, P(Q) = 1, donde
P(A) =1- P(A). |
Esta igualdade traduz a relagdo fundamenial enfre aconfecimenios

complementares, de grande ufilidade pradfica no calculo de probabilida-
des.

TEOREMA 1.7

Se A B = 4, entdo:
P(A)=P(An B)+P(An B)

P{A-B)=P(An B)=P(A)-P(An B).

DEMONSTRACAQ

FlG.1.2
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A=(AnB)U(AnB) e (AnB)n(AnB)=@

Pelo axioma 3:
P(A)= P(An B)+P(A n B).

For outro lado tem-se:
A=(A-B)u(AnB)e(A-B)n(AnB)=0@

Novamente, pelo mesmo axioma:
P{A)=P(A-B)+FP(An B}
donde
P(A-B)= P(A)-P(A n B).

TEOREMA 1.8

YA, B ea, P(AuB)=P(A) +P(B)-P(An B)

=
(Bl
P[_U A,-] = Y P(A)-Y T P(A N Ai)+
o j=1 i<
pzzz P{A,-ﬁﬂjﬂﬂk]—.".,-P
F<j<k
n
+{—1}”+'P[ nAj-]
l,I;='F
DEMONSTRACAD

JAVB=Au(AnB) & An(AnB)=@.

Entao,
P(AUB)=P(A)+P(An B)=P(A)+P(B-A) =
P(A)+ P{(B)-FP({A n B).




AUBUC=AuU(BuUC).
P(AUB UC)=P(A)+P(BUC)-PlAn (B uC)=

= P(A)+P(B)+P(C)-P(B ~nC)-P[(AnB)u(ANnC)-=
= P(A)+P(B)+P(C)-P(An B)-P(An C)-P(B nC)+

+P(An B nC)

A expressdo geral prova-se altravés de indugdo matematica.

PROBAEILIDADES

TEOREMA 1.9

Se ABena,edAcB, entdo P{A)= P(B).

DEMONSTRAGAQ
B=(Bn A u(BnA) e (AnB)=A;
entio,
B=Au(Bn A),comAn (Bn A)=@;
assim,
P(B)=P(A)+ P(B n A),
mas sendo P(B ~ A) > 0, através do axioma 1, ter-se-ia:

P{A) < P(B)

TEOREMA 1.10

(Desigualdade de Boole)
Se Ay, Az, ..., Ap & 4, entdo

F[EJA,-]{ iP{A,-} ou P[ﬁﬂ,—]ﬂ-i;ﬂ{}if}
i=1 i=1 im=

i= f
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DEMONSTRACAD

pn=2: P(A v A)=P(A)+P(Ax)-F(A n Ay, logo:
P(A v Az) < P(A)) +P(Az),

pois que P(A; n As) = 0; ou, entdo,

P(A N Ay) = P(A)+P(A)-P(A u Ay) =
1-P(A)+1-P(A2)-P(A v A) =

1- P(A1) - P(A2)+1-P(A U A) =

)

1- P(A1)- P(A2)+ P(A v As),
ou, sejfa, finalmente,

P(A n Ay) >1-P(A1)—- P(Az2), pois P(A w Az) = 0.

ii) Por indugdo matemdtica prova-se o caso geral.

B EXEMPLO 1.11

Um dado é langado duas vezes. Seja A o acontecimento {soma das pinlas
obtidas nos dois langamentos diferente de quatro}.

Calcule P(A).

| ResoLucio

Mesta experiéncia, como sabemos, ter-se-ia:
O = {{if): 4§  {1,2,3,4,5,6}},
e, consequentemente, A = {{1,3),{2,2).(3,1)}.

; PR g )
Assim, P{A) = 1-P({A) =1 e = A

A




M EXEMPLO 1.12

Considere a experiéncia aleatdria do exemplo anterior e considere os aconte-

cimentos A e B, tais que:

A = {saida de um nimero de pintas, no primeiro langamento ndo superior a
2}

E = | saida de um nimero de pintas, no segundo langamento, pelo menos
igual a 5}

Cual a probabilidade de que se verifigue A ou BY

REsoL A0
Agora, temos:
Q= {{i.f):ij e {1,2,..,6}): #Q = 36,

A={{i,j):1

12

12 P{A) = —
= Bl =

[Fa

P22, f=12...:6): %4

12 = P(B)= 2

Bi=H{ilf): 5226
{li,j):5=7i=86,1 36

1,2,...,6): #B

E]

A~ B={(15),(16) (2,5).(26): #{(AnB)=4 =

4
= P{Aﬁﬂ}_—aﬁ.
Entag,
12 12 < 5
- —F' = See— —_— i — =
P(A U B) = P(A)+ P(B) - P(A n B) e =

B EXEMPLO 1.13

Sejam A e B os acontecimentos tais que:

P(A)+P(B)=x e P(An B)=y.

Determine em funcgéio de x e y a probabilidade de que:
a) Nao se realize nenhum dos acontecimentos;

b) Se realize um e um s0 dos acontecimentos;

¢) Se realize pelo menoas umn dos acontecimentos;

d) Se realize quanto muito um dos acontecimentos.
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IHESDLEEED
a)P(AnB)=P(AUB)=1-P(AUB) =1-P(A)-P(B)+P(A~B)
=1-[P(A)+P(B)] + P(AnB) = 1= x + y.
b)P[{AnB) u (AnB)] = P(AnB)+ P(AnB),
pois (AnB)n (AnB) = &.

Assim,
Pl{ARB)U(AnB)] = P(AwuB) - P{AnB)
=X—-y-y=x—2y,

S)PI(AnB) v (AnB)u (AnB)] = P{AUB) = x - y;

d P{ARB)U(AnB)w(AnB)] = P(AnB) = 1-P(AnB) = 1-y.

B EXEMPLO 1.14

Caonsidere um espago de resultados constituido por N elementos A; e por M
elementos B;. Os acontecimentos A, sdo equiproviveis, o mesmo se passando
com os acontecimentos B Sabe-se, todavia, que P(B;) = 2P(4). Se o
aconlecimeanta A for formado por n acontecimentos A; e por m acontecimentos

Ejr-pmve que:
n+2m
PlA) = ———
Ha N+ 2M
IHESDLUEEG

G = A Agi B By Bighs 80 = 104 M
N M

P[ U A,-] +P[ U Bj] =1 = NP(A)+ MP(B) =1
i=1 j=1

Mas
P(B;) = 2P(A), pelo que: NP(4 ) + 2MP( A ) = 1, 0u

B = o o PRty

Sendo A = {A, As,.... 4 By, Bz, ...,B, } ter-se-a:

A
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n m il m
F{A}'—‘P[_U %]+P[UE&]=ZP{&}+ P(B;) =
=t il i=1 j=1
1 2
=AELA MR =g e e e
_ n+2m
N+ 2ZM

B EXEMPLO 1.15

Trés pessoas nasceram no més de Abril. Qual a probabilidade de que pelo
menos duas hajam nascido no mesmo dia?

| ResoLucao 1
Q= {la;p, 1) c¢.B. ¥ € 11,2, 30}}

A = {uma qualguer das trés pessoas nasga em Abril num determinado dia

X1,
P(A) = i
e
P = { Pelo menos 2 pessoas nascerem no mesmo dia } =
= P | nasgam 2 pessoas no mesmo dia} + F { nas¢am 3 pessoas no
mesmo dia }.
=PANARA) U ([AnANnA)] =
1 4 pey (SO0 ST a0 o 87 1
e W — * e Y e W e = ——— =
30 20 30 |1) lz] 3 30 30 900 900
P
Q00
| ResoLucao 2

Usando a relagdo entre acontecimentos complementaras:

F = {pelo menos 2 pessoas nasceram no mesmo dia } =

1 — P{nasceram toda em dias diferentes } =

LT 88
30 © 30 30 900

30 _ 29 _ 28
=1=== it
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PROBLEMAS 1.3

Considere o langamento ao ar de uma moeda perfeita duas vezes. Qual a
probabilidade de se obter pelo menos uma Face.

E Farem-se dois langamentos de um dado perfeito; determine a probabilidade
de que:
&) Saia pelo menos uma face 4;

b) A soma das faces seja pelo menos 4.

El 0Qual a probabilidade de acertar no totobola com 10000 apostas simples?

Suponha uma caixa com 10 bolas brancas e 5 azuis. Extraem-se ao acaso 4
sem reposicio. Qual a probabilidade de quando muito duas serem azuis?

E Existe uma caixa com 10 bolas brancas e 5 azuis. Extraem-se aleatoriamente
3. Qual a probabilidade de quando muite duas serem azuis?

a) Com reposicao;
b) Sem reposigao.

Bl Anténio, Jodo e Manuel atiram ao alvo pela ordem alfabética dos seus
nomes, sendo a probabilidade de cada um acertar no alvo, respectivamente, de
1/4, 1/3, 1/2. Determine a probabilidade de:

a) Cada um ser o primeiro a atingir o alvo no primeiro firo;
b) O alvo ser atingido pelo primeiro tiro de cada um;

¢) O alvo so ser atingido pelo Jodo no segundo tiro.

Uma colecgdo de 100 programas de computador foi examinada para detectar
aerros de «sintaxes, «inputioutputs e de «outro tipo» diferente dos anteriores.
Apds o exame verificou-se que: 20 desses programas linham erros de
«sintaxe», 10 tinham erros de «inputfoulput=, 5 tinham erros de «outro tipo», 6
tinham erros de «sintaxe» e de =inputfoutpul=, 3 tinham erros de «sintaxe» e de
woutro tipo=, 3 tinham erros de «inputfoutpufs» e de «ouftro tipo» & 2 tinham os
trés tipos de erros considerados. Um programa e seleccionado ao acaso dessa
colecgdo. Determine a probabilidade de que o programa seleccionado tenha
pelo menos um destes trés tipos de emos.

A




PROBABILIDADES

EF Um grupo de apostadores do fotobola decidiu jogar as apostas possiveis
contendo sete vitdrias em casa, quatro empates e duas vitdrias fora, Calcule a
probabilidade desse grupo ganhar o fotobola.

E] De um baralho de 40 carlas tiram-se ao acaso e simultaneamente 3 cartas.
Calcule a probabilidade de:
a) Serem todas do mesmo naipe;
b) Sair um & s6 um rei;
¢) Sair pelo menos um rei;
d) Sair um rei & uma dama.

Considers a experiéncia aleatéria que consisle no langamento ac mesmo
tempo de 2 dados pereitos, Qual a probabilidade de:
a) Sair a face 3 num s0 dado;
b) Sair a face 3 pelo menos num dado;
¢) Sair uma soma de faces parimetros.
(Nota: Resolva o problema considerando os dados distinguiveis e indistingui-
veis).

Considere um dado equipamento que & constituido por dez transislores, dos
quais dois sdo defeituosos. Suponha que dois transistores sao seleccionados ao
acaso COMm reposigao:

a) Escreva o espago de resultados comespondente a esta experiéncia aleato-
ria e respectivas probabilidades;

b) Responda &s mesmas quesides de a)l mas agora considerando que nao
houve reposi¢ac;

¢) Calcule as probabilidades dos seguintes acontecimentos considerando
separadamente as hipdteses das questdes a) e b)
1. Sair um fransistor defeituoso na 1? tiragem;
2. Sair um transistor defeituoso na 2° tiragem;
3. Sair pelo menos um transistor defeituoso;
4. Sair exactamente um transistor defeituoso.
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Considere o langamento de 3 dados perfeitos, sendo um branco, outro prefo
e outro verde. Determine as probabilidades de se obter uma soma de pontos
igual a 10 e a 11, respectivamente.

EEl Uma urna contém cinco bolas pretas e cinco brancas. Dois jogadores A e B
tiram alternadamente e um de cada vez uma bola da urna. O jogador que tirar a
primeira bola branca ganha a partida.

a) Considere a experiéncia aleatdria associada a este jogo e escreva o
correspondente espago de resultados;

b} Calcule a probabilidade de cada jogador ganhar a partida sabendo que o
jogador A é o primeiro a tirar a bola da urna.

Uma bolsa contém moedas de prata e de cobre em igual nimero. Extraem-se
ao acaso e sem reposicio, duas moedas. Calcule a probabilidade de que:

a) Uma e uma s0 moeda seja de prata;
b) Pelo menos uma moeda seja de cobre;
¢) Saia uma moeda de prata na segunda tiragem.

Considere dois acontecimentos A e B, tais que:

P{A}:.;—. P{B}=;_— ® Pfﬂua}:%

a) A e B s3o incompativeis?
b} Serdo independentes?

De um baralho de 52 cartas extraem-se aleatoriamente 13 cartas sem reposi-
¢do. Qual a probabilidade de se obter:

a) Exactamente & copas?
b) Pelo menos 2 ases?
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PROBABILIDADE CONDICIONAL
TEOREMA DE BAYES

Seja Ly um lote com 100 transistores, 10 dos quais defeituosos e L, outro
lote com 100 transistores, 15 dos quais defeituosos.

Selecciona-se aleatoriamente um lote — Ly caso ocorra uma face impar e
{ » caso contrario, no langamento de um dado ndo viciado — do qual, também
ao acaso, se extrai um transistor, tendo-se verificado ser perfeito; qual a pro-
babilidade dele ter sido extraido de L,?

Existe, agora, uma nova informacéao (transistor perfeito) e o modo de usa-la
ao fazer consideragdes relativas a ocorréncia do outro acontecimento (selec-
¢ao de L,) € a questdo que se coloca.

Antes ndo dispunhamos de informacgao deste tipo, acerca da experiéncia,
mas tdo somente o respectivo espago amostra.

B EXEMPLO 1.16

Considere o langamento de duas moedas perfeitas. Sabemos que o respec-
tivo espago de resultados ¢ O = [(F F), (F C)L{C F).(C C)). Considere
agora s seguintes acontecimentos:

A = { Ambas as moedas apresentam o mesmo resultado }

B = { Pelo menos numa das moedas ocorre C}

Claramente se teria P{A) = P{(F,F).(C.C)} = %

Todavia contando com a informagdo da ocorréncia de B para determinar a
probabilidade de A, a informagio sobre aquele garante-nos que nao acontece
(F, F). E assim,

P(AnB)

1
P { A condicionada a informacfio da ocoméncia de B) = g- P(B)
4

A
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DEFINICAO 1.13 (Probabilidade condicional)

Sendo A e B dois acontecimentos pertencenles ac espaco de probabi-
fidades (€2, 4,P(.)), a probabilidade condicional dos acontecimentos A e
B e definida par:

P{A n B)

P{AIB) =~

, se P(B) > 0.

TEOREMA 1.11

Seja (£,a,P) um espaco de probabilidades e B e a3, com
F(B) = 0.Entao (2, A, P(A|B)) € um espago de probabilidades, VA.

DEMONSTRACAQ

Para provar este teorema, necessdrio se torna indagar se P(A|B)
verifica os trés axiomas.

P(AnE)

) P(A|B) = — s

. P({B)>0.

Ora sendo P(A n B) = 0 e P(B) > 0, ter-se-ia,
necessariamente, P(A|B) = 0, VA.

P(RnB) _ P(B)
P(8)  P(B}

i) P(Q|B) = —1,P(B) > 0.

iii) Sendo A4, Az , ... uma sequéncia de acontecimentos incompativeis,
dois a dois, em A, entao

¥ Af c A
j=1
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e f[(Ga)ne] [ Bane)

el U A|B 5 -
[;I;J1 i P(B) P(B)
iP{AJ-nE}
ek = Y P(A |B).
P(B) _;EI { I| }

Fica, assim, provado que P(A|B), com P(B) > 0, VA € 4, é uma
fungdo de probabilidade, gozando das propriedades inerentes e, conse-
quentemente, (Q,a,P(A|B)) € um espago de probabilidades, VA € A.

B EXEMPLO 1.17

Em certa Universidade 60% dos alunos estudam Matematica, 20% estudam
Fisica e 10% estudam Maltemédtica e Fisica. Seleccionou-se aleatoriaments um
aluno dessa Universidade e verificou-se que ele estuda Matematica. Qual a pro-
bahilidade dele estudar também Fisica?

| ResoLucao
Sejam

F = {alunos que estudam Fisica }

M = {alunos que estudam Matematica };

entio,
e BR800 ot
HRETIY = P(M) 060 B

B EXEMPLO 1.18

Considers uma mao de 5 cartas, num jogo de poker, @ supanha gue essas
cartas foram extraidas aleatoriamente. Considers ainda os acontecimentos
seguintes:

A = { pelo menos trés cartas de espadas },
B = {todas as cartas de espadas }.

Qual a probabilidade de se verificar B condicionado & verificacio de A?

A
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| AesoLucao

P(A n B) = P(todas as cartas de espadas )
_®B)F) (%)

® G

(%)

(%)

p(Bla) = PLADB) _ (%)
T EE)-(DE)-()

(%)

TEOREMA 1.12

P(@|B) = 0.

TEOREMA 1.13

Se Ay, ..., A, 530 incompativeis dois a dois em Q, entdo:

P{(AUA U..UA)BY=Y Fmﬂs;.

i=1

TEOREMA 1.14

SeAea,entdoP(AB)=1-P(AB)

A
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TEOREMA 1.15

Se Ay, A € 4, entdo

P(A|B)=Pl(A HAE}EB]+F‘[{AIHA2}|B].

TEOREMA 1.16

TAy, Ao € 1,

P{(A U A )|B} = P(A|B)+P(As|B) - PLA nAy )|B].

TEOREMA 1.17

Se AyeAs e a e A c Ay, entao

P{A|B) = P(A |B]‘

TEOREMA 1.18

Se Ay, ..., Ap € 4, entdo

PL(A LA U..U A |B] < i P(A|B).
§=1
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TEOREMA 1.19

Se A, B € 2, enido

i) P(AlA) =1

i) P(A|A) =0

i) SeB c A = P(A|B)=1

As demonstragdes resultam directamente das propriedades de P(.).

DEFINICAO 1.14 (Partigio de Q)

Diz-se que a classe de acontecimentos {A;, Az ..., Az} € 2 € uma
particdo de Q2 se forem verificadas as seguintes condigdes:

.F} AI' m A; = &, “E"IH_}'

n
i) UA =0
j=1

i P{A)>0,f=1,..,n

Assim, para qualquer particao, finita ou infinita numerdvel, ter-se-a:

P[ CJAJ,-J: iP{Aj]l:L

=1 j-"l

TEOREMA 1.20

Regra da multiplicacdo.
Seja (Q,a,P), um espago de probabilidade e A4, ..., Ag ... € 4,

n—1
ccrmF[ [ Aj] > 0.

A




Entao:

f -1
P[Eﬁ;] = P(A) P(Az|A) P(Ag|A ﬁﬂz},..P[An ?D1Aj J

DEMONSTRACAC

Uma vez que:

['_T_:A;] = ["_ﬁjA,-] c..c(AnA)c A,
= F=

i

através do teorema 1.17 tem-se que:
n
4 I P[ N Aj] 2.5 P(ANnA) s P(A).
j=1

Todas as probabilidades condicionadas envolvidas no teorema sao definidas
desde que sejam positivas todas as probabilidades dos acontecimentos con-
dicionantes. A demonstragdo far-se-d por indugdo finita. Paran = 1 o feore-

ma & vélido uma vez que por definicdo, P(A; N Az ) = P(A)P( Az | Ay)

Para n ter-se-ia:
n—1
1A

P[ F‘!A;-J = P{[fﬁ'gj]nﬂnl = P["ﬁﬁ; ]F[An
j=1 =4 i=1 j=1

Caso a relagdo seja vdlida paran —1,

n=1
P[;D1Af] = P(A) P(A| A P(Anct | A 0 Ap 0 Ap_s),

& valida também para n.

B8 i i
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TEOREMA 1.21

Teorema das FProbabilidades Totais

No espago de probabilidades (€}, 4, P ), se A;, Az, ..., Ay é uma parti-
gdo de ), entdo, VB € 4,

P{B) = P{A1}P{5|A1}I+...+P{Ak}P{B|Ak} =

k
= 3 P(4)P(B|4))
i=1

DEMONSTRACAQ

FlG.1.3

(1) Através da fig. 1.3 e tendo em vista que, pela propria definicao de
Q, o acontecimento B ndo pode ocorrer isoladamente na experién-
cia, ele terd que se verificar pelo menos com um dos A;.

Assim, ter-se-a:

k
(2) B = _U1{BnA;},sendu gue (BnA ) n (BnA) =@, ,;
i

Assim:

k
P(B)=P(BNQ) = P{Bﬁ[ fJA;-” = P[ LJJEnA;}} =
i=1 j=

K L
= Y P(BaA)= Y P(A)P(B|A).
j=1 j=1
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TEOREMA 1.22

Teorema de Bayes.

Se{A . As..... A} € uma parlicdo de Q, entdo, ¥V B € 1,
para o qual P (B) = 0, ter-se-&:

P(A)P(B|A)

P(4]B)=— :
Y P(A)P(B|A;)
j=1
DEMONSTRACAD
Por definigdo, '
v PlA:nB)
P(A|B) = —P(E) (1.3)
e
+ _ P(ANB)
P(B|A) = —P(A) (1.4)
Alravés do teorema 1.21,
k
P(B)=Y P(A)P(B|A) (1.5)
J=1
De (1.4) tem-se
P(A nB)=P(A)P(B|A) (1.6)

Por substituicdo de (1.5) e (1.8) em (1.3 ) tem-se
P(A)P(B|A
P(A|B) = RM} (B|A4) ,
> P(A)P(B|A)
f=1

B EXEMPLO 1.19

Suponha duas caixas idénticas [ e I, tais que:
| — contém 5 bolas vermelhas e 4 brancas;
Il — contém 3 bolas vermelhas & 6 brancas.
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Realizou-se urmna experiéncia aleatdria que consiste no seguinte;
17 ETAPA: selecciona-se aleatoriamente uma caixa;

27 ETARPA: da caixa seleccionada anteriormente, extrai-se, também ao acaso,
uma bola.

MNestas condicfes determine:
a) A probabilidade da bola ser vermelha;

b) A probabilidade da bola ter sido extraida da caixa I, sabendo que &
branca.

I REsoLUCAO

Em primeiro lugar pode notar-se que o espago de resultados associado & da
forma: ;

Q= {{ee,p)o e {10}, e {B.V]
ou seja;

Q = {(1LV),(1,B).(I,V),(IB)}

a) Sendo V = { Ocorréncia de bola vermelha }, ter-se-ia:
PV =P{Vaul)+P{Vll) = P{J‘}F’{'I.-"“} + F"{H}F’{V“f}.

Tratando-se de duas caixas idénticas, ler-se-a
- _ 1
Pl1) = PN = 5

Assim,

Pl )=

A i
2
b) Estamos interessados no cdlculo da probabilidade:

p(|B) = —PUDPBI
P(1) P(B|1) + P(ll) P(B|N)
Pois segundo o teorema 1.21,

P(B) = P(1)P(B|I) + P(I)P(B|II)
=1-P(V)
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e
7 | 16 6
_ PUPBIY  Z e _ 18 _ 6
FtB) = F=P(Y) gL B 18 0
18 1

H EXEMPLO 1.20

Registos efectuados levaram a concluir que os motoristas que circulam em
determinada estrada podem cometer dois e so dois tipos de transgressoes,
ditas do tipo ! e do tipo M, ndo se notando nenhum caso em gue o motorista
cometa ambas as transgressies.

De entre 500 motoristas multados, verificou-se serem 100 por transgressoes
do tipo .

Sabe-se que 10% dos motoristas que cometem transgressdes do tipo [ sao
multados, 2% cometern transgressdes do tipo Il e 1% cometem fransgressdes

do tipo 1.
Calcule a probabilidade de que um motorista que circule nessa estrada e
cometa uma transgressdo do tipo /I, seja multado.

ResoLucAo

i) Do 1° paragrafo:
P{lnfl) =0

ii} Do 2° paragrafo:

P{I|M) =

PLIIM) = —— = 0,8

jii) Do 3?2 paragrafo:
P{M|I) = 0,10
P{l)y=001
P(ll) =002

Pretende-se calcular:

P(M)P(II|M)

(M) = o
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Torna-se desnecessdrio usar ©  teorema 1.21 pois ja conhecemos
P(1ly = 0,02, Apenas necessitamos de calcular P ( M). Todavia, por definicao,
PAM) LI

P{M|I} = BN

Consequentements,

g0 = PAMIROE _, min) = 0008
0,01

Finalmente, ter-se-ia:
P(M|ll) = _D.DDE x 0,80

: b
0,02 s

PROBLEMAS 1.4

B As equipas de basquelebol das universidades A, B, C e D vao disputar o
campeonalo universitario e tém, respectivamente, probabilidades de 0,2; 0,4 0.3
& 0,1; de ganharem o campeonato. Supondo gue a equipa B tem de desistir e
nao & substituida por nenhuma outra, qual a probabilidade de gue a equipa A
ganhe o campeonato?

H Suponha gue 5% da populagio porluguesa sofre de hipertensdo e que de
antre estes, 75% ingerem bebidas alcodlicas. De entre 05 que ndo séo hiperlen-
sos, 50% ingerem bebidas alcodlicas.

a) Qual a percentagem de pessoas que bebem dlcool?
b) Qual a percentagem de pessoas que bebendo Alcool sofrem de hiperten-
s807?

E Suponha que em determinada Universidade os alunos se encontram assim
repartidos, por alguns dos Cursos nela leccionados:

—_ 10% dos alunos estudam Gestao Hoteleira;

— 30% dos alunos estudam Direito;

__ 20% dos alunos estudam Gestao;

__ 8% dos alunos estudam Gestdo e Direito.

a) Qual a probabilidade de um aluno seleccionado ao acaso nao estude Ges-
tan?

b) Um aluno seleccionado ao acaso estuda Direito; qual a probabilidade de
que estude tambem Gestao?

¢) Os acontecimentios Direito e Gestdo séo independentes?
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Suponha que a documentagio de uma empresa esta assim repartida:

Secretdria Papel Arquivado Erro
Ana 20 % 2%
Bela 50 % 2%
Clara 30 % 3%

Verificou-se a determinada altura que & cometido um ermo de arguivo. Qual a
probabilidade do ero ter sido cometido pela Bela.

E Nos parques industriais A, B e C, respectivamente, 10%, 40% e 25% das
empresas dedicam-se 2 actividade téxtil. Escolhido ao acaso um parque e nele,
também ao acaso, uma empresa, qual a probabilidade de que a empresa seja
téxtil?

Sabendo que a empresa nao se dedica a actividade t&xtil, qual a probabili-
dade de gue seja do pargue B?

B suponha duas caixas idénticas | e Il com a seguinte composigio:
Caixa | — cinco bolas vermelhas e quatro bolas brancas:;
Caixa Il — trés bolas vermethas e seis bolas brancas.

Realizou-se uma experiéncia com o seguinte procedimento:

¥
1. Selecciona-se aleatoriamente uma das caixas;
2. Da caixa seleccionada anteriorments extrai-se aleatoriamente uma
bola.

a) Qual a probabilidade da bola ser vermelha?

b) Verificou-se que a bola era branca. Qual a probabilidade de que ela tenha
sido extraida da caixa 117

E Em determinada populagio existem 60% de mulheres das quais 6% tém mais
de 170 cm de altura e existemn 40% de homens dos quais 2% tém mais de 170
cm de altura. Seleccionou-se uma pessoa dessa populag@o e verificou-se que
tinha mais de 170 cm de altura. Qual a probabilidade de ser mulher?

B Uum individuo tem 4 sua disposigio somente trés meios de transporte diferen-
tes para se deslocar de casa para o emprego.

Sabe-se que a probabilidade de:
— chegar a horas ao emprego & 0,4;
— chegar atrasado utilizando 4 & 0,5;

A
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— chegar atrasado utilizando B & 0.5;
— chegar atrasade utilizando C & 0,6;
— utilizar Be C & a masma.

Calcule a probabilidade de que o individuo utilize A.

E] Um teste & constituido por uma pergunta com n allernativas. O individuo que
o faz ou conhece a resposta ou responde ao acaso. Seja p a probabilidade de o
individuo conhecer a resposta. Admitindo que a probabilidade de um individuo
responder correctamente & questio dado que conhece a resposta € 1 e que a
probabilidade de responder correctamente dado que responde ao acaso é 1/n,

a) Verifiqgue que a probabilidade de um individuo nao ter respondido ao acaso
dado gue respondeu comectamente &, AL

1+(np - Np

b) Supondo n = 5 & p = 0,2, calcule a probabilidade de gue uma pessoa
escolhida ao caso ndo responda correctamente & questao.

] suponha que um departamento tem trés terminais que podem ser ligados a
um computador através de duas linhas de comunicacdo. O terminal 1 tem a sua
linha prépria, enquanto os terminais 2 e 3 partilham uma linha, de modo que
quando um estd a funcionar o outro ndo o pode fazer, Durante um dia o terminal
1 funciona (em média) trinta minutos em cada hora, o terminal 2 dez minutos
em cada hora e o terminal 3 cinco minutos em cada hora.

a) Considerando que as linhas operam independentemente qual é a probabi-
lidade de que pelo menos um terminal esteja em funcionamento?

b) Considers agora que o funcionamento das linhas ndo é independente. A
probabilidade condicionada de que o terminal 2 esleja em funcionamento
dado que o terminal 1 estd em funcionamento, € de 1/3 e a probabilidade
condicionada correspondente para o terminal 3 & igual a 1112, Mestas con-
digbes responda & questio da alinea a).

Suponha que se tém duas caixas A e B em que:
A : Contém duas bolas pretas e uma bola branca;
B Contém duas holas pretas e duas bolas brancas.

Considere uma experiéncia composta pelas sequintes fases:

1. Escolha de uma caixa ao acaso;

2. Transferéncia de uma bola escolhida ao acaso da caixa escolhida na 19
fase para a oufra caixa;

3. Bxiraccdo de uma bola desta segunda caixa.

A
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a) Defina o espago de resultados e probabilize esse espago.

b) Determine a probabilidade de transferir uma bola preta e retirar uma bola

branca.
¢} Suponha que se retira uma bola branca na 32 fase; qual a probabilidade de

ter sido escolhida a caixa 4 na 12 fase?

B Na sequéncia de um inquérito feito as pessoas de uma certa regido para
saber o nivel de audiéncia das trés estagdes de radio locais (A, B, ), estimou-

58 que:;
28 % ouvern A; 10 % ouvemn A e B;
21 % ouvem B; 6 % ouvem A e C;
15 %% ouvem C; 5% ouvemn Be C:

2 % ouvem as trés estagfes

a) Caleule a probabilidade duma pessoa ouvir pelo menos uma estacdo;

b) Das pessoas gue ouvem pelo menos uma estagdo, qual a percentagem
que ouve Ae B?

¢) Se uma pessoa declara que ndo ouve B, qual a probabilidade de ouvir A
ou .7

d) Caso a pessoa declare que ouve B, qual a probabilidade de ouvir A ou ©7

EEl Um instrumento de medigdo incorpora trés componentes electrénicas, com
fiabilidade de respectivamente, 0,85; 0,9 e 0,95,

Se nenhuma das componentes estd avariada o sistema funciona sempre; se
uma das compeonenies estd avariada, a probabilidade do sistema trabalhar &
0.8, se duas ou mais componentes estlo avariadas o sistema ndo funciona.
Admita que as componentes funcionam independentemente umas das outras.

a) Determine a probabilidade do sistema funcionar.

b} Sabendo gue o sistema estd a funcionar, determine a probabilidade de
existir uma componente avariada no sistema.

E Num Centro Comercial existem trés telefones publicos, colocados estrategica-
mente a fim de salisfazer adequadamente os utentes.

Da observagdo prolongada do funcionamento dos telefones concluiu-se que
as probabilidades dos trés telefones, T; , T; e Ty, se encontrarem avariados
sdo 0,15; 0,20 e 0,25, respectivamente e que as avarias sio independentes.

a) Sabendo que ao observar os irés telefones foram detectados dois com

avarias, calcule a probabilidade de se ter avariado o T;.

b) O grupo de telefones satisfaz minimamente o servico na respectiva zona
se pelo menos dois estio sem avarias. Qual a probabilidade de que pelo

A
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menos dois desses telefones estejam em funcionamento? Acha que a
zona esta bem servida de telefones? Justifique a resposta.

¢) Qual a probabilidade de pelo menos um dos trés telefones estar avariado?

INDEPENDENCIA DE ACONTECIMENTOS

Seja (2, 4. P) um espago de probabilidades e considerem-se dois aconte-
cimentos Ae B € 4, com P(B) > 0. A regra da multiplicagdo diz-nos que:

P(AnB) = P(B)P(A|B).

Acontece, porém, em muitas experiéncias, que a informagao fornecida pelo

acontecimento B nao afecta a probabilidade do acontecimento A e, conse-
quentemente,

P(A|B) = P(A).

B EXEMPLO 1.21

Considere o langamento de dois dados perfeitos e os acontecimentos Ae B
tais, que:

A = [ ocomméncia de nimero impar de pontos no 1% dado |
g = [ ocorréncia de ndmero par de pontos no 2° dado }.

Meste caso:
0 ={(a,B) o B e {12 ...6))

I oo A e
St s 2 RS 3k 2
PRARB) = o et

36 4

A




PROBABILIDADES

1
P(AB) = P‘P"’;;‘f} " ‘t - L= pa)

Ma realidade o resultado obtido no langamento do 1% dado ndo influencia o
resultado obtide no langamente do 22 dado: — Os acontecimentos A e B 5o,
pois, independentes,

B EXEMPLO 1.22

Considere o langamento ao ar de duas moedas perfeitas e os acontecimentos
A e B, tais que:
A = { Face no 2° langamenta }
B = { Face no 1% langamento }

Ter-se-a, agora:
Q= {(FF),(EC)LI(CF)(C C)h

B, consequentemente,

P(A) = P{(F.F}.(C.F)} = % = %

P(B) = P((F,F),(F,C)} = —,
P(ArB) = P{(F,F)} = }
1
P(A|B) = P{;‘[gf} = 1‘;: = % = P(A).

Uma vez mais a informacao sobre B nao influencia a probabilidade de A. A e
B sao independentes.

DEFINICAO 1.15 (Independéncia)

Sendo A, B € a, num espago de probabilidades (Q,a,P) eles
dizem-se independentes se e s0 se:

P{AnB)=FP(A) P{(B).

A
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Esia definicAo é vélida sem restricbes em P(A) ou P(B). Confraria-
mente a probabilidade condicional, a independéncia é definida mesmo
com P{A) = 0 ou P(B) = 0.

Assim, sendo P(A) = 0, o acontecimento A é independente de todo o
acontecimento B € A com P(B) = 0. Mais, qualquer acontecimento
A e a comP({A) = 0, & independente dos acontecimenios & e 0,

TEOREMA 1.23
Se A, B € 4, num espago de probabilidades (£, A, P ) sdo indepen-
dentes, entao

P{B|A]| =P(B), se P(A)=0
P{A|E} = FP(A),se P(B) =10

A demonstragdo € imediata, conjugando as definigdes 1.13 e 1.15.

TEOREMA 1.24

Se A, B € a4, num espago de probabilidade (2, 4,P) sdo indepen-
dentes, também o serio AeB, AeBe AeB.

DEMONSTRACAOD

i) A independente de B:

P(AnB) = P(A-B) =
P(A)—P(AnB)=P(A)-P(A)P(B) =

P(A)[1-P(B)] = P(A)P(B).

]

logo, A e B sdo independentes.

if) A independente de B:
Demonsiragdo andloga.

A
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jii) A independente de B:
Tem-se pelo teorema 1.8,
P(AUB) = P(A)+ P(B)-P(ANB) =
~1-P(A)+1-P(B)-P{A)P(B) =

1-P(A)+1-P(B)-1-P(A)1-P(B) =

1-P(A)P(B),

ou seja: P(AYP(B)=1-P(AuB)=P[(AuB]] =

= P(AnB).

B EXEMPLO 1.23
Ao proceder a 2 langamentos de uma moeda, obtém-se como ja vimos no

exemplo 1.22,
Q= {(FF).(REC) (CF) (CC)

Sejam a e b dois numeros positivos taisque a + b =1 e

P{F.F)} = a2, P{(C.F)} = P{F.C)= ab, P{(C,C)} = b%

Estas probabilidades s3o consistentes com os axiomas, pois que a sua soma
&igual a 1:
a?+ab+ab+b® =(a+bf =1
Ma experiéncia assim constituida, os acontecimentos:
B = [Face no 22 langamento} = {{ £ F). | C, F}
A = {Face no 1? langamento} = {(EF)L (F C)}
1&m as probabilidades seguintes:
P(B) = P{(F.F)} + P{{(C.F)} = a® + ab = ala + b) = a
P(A) = PUF.F)} + P{F.C)} = a® + ab = ala+Db) = a.

Quanto & intercepcio, ter-se-at
P(AnB) = P{(F.F)} = a® = P(A)P(B).

Ora este resultado mostra que os acontecimentos A e B sdo independentes.
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B EXEMPLO 1.24

Considerem-se familias com dois filhos e assuma-se consequantemente, ser
£ = {{R,R)(AM).(M.R).{M M)} onde
A = Rapaz e M = Menina, com P{R) = P{M).

Seleccionou-se aleatoriamente uma familia e considare as acontecimenlos:

A = { Pelo menos uma menina nessa familia )
B = {Filhos de ambos os sexos, nessa familia ¥

Estude a sua independéncia.

| REsoLUcAO

Ter-se-4, nesta situacio:

P(A) = P{(R.M),(M,R), (M, M)} = _3..

P(B) = P{MR),(A M) = %

P(AnB) = P{(M,R).(R,M)} = P(B) = %

umavez que P(AnB) # P(A)P(B), consideramos que A e B so aconteci-
mentos dependentes.

Independéncia e incompatibilidade entre acontecimentos nao devem ser
objecto de confusdo, porquanto traduzem relactes diferentes. Note-se, pois,
que se dois acontecimentos A e B, tais que P(A) > 0 e P{B) = 0, 580
incompativeis, eles serdo imediatamente dependentes, por definicio.

Identicamente, se A e B sio independentes, com P(A)>0e P(B)=>0,
entdo A e B ndo podem ser incompativeis.

DEFINICAO 1.16 (Independéncia completa)

Uma familia de acontecimentos, { Ay, Ay, ..., A, }, U, diz-se uma familia
mutuamente ou completamente independente, se e 56 se para qualguer
subcolecgao finita { Aj; , A, ..., Ay } de U, se verificar:

k
P(A1n A2 nean A ) = T] PUA).
;=1

A
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Assim, para verificar a independéncia enire o0s acontecimentos,
Ay, Ap, ... Ay € A, devem verificar-se as relagdes seguintes:

P(A NA) = P(AYP(A) Fipjil,j =1,2,0n
P(A NA OA) = POA)P(AIP (A Visjeks ik =12,

P[ h Aj] - TIP(A)
J=1

PROBLEMAS 1.5

n Sejam Ae B £ O, taisque P(A) =05e P(A v B) = 0,7. Determine
FP{B), sendo A e B independentes.

E sejam Ae B ¢ @, dois acontecimentos de probabilidade ndo nula. Averigue
se A e B podem ser:
a) Independenies;
b) Independentes e incompativeis.

Numa caixa estio quatro pedagos de papel, de idéntico tamanho. Cada
pedaco de papel tem um dos seguintes nimeros inscritos:

110 101 o1 - 0oo,

Escolhe-se um papel ao acaso e consideram-se 03 acontecimentos:
Ay = { No papel escolhido o nidmero 1 aparece em primeiro lugar }
A, = { No papel escolhido o nimero 1 aparece em segundo lugar }
A = { No papel escolhido o ndmero 1 aparece em terceiro lugar }

Averigue se 530 independentes os acontecimentos:
alA; e Ay ou Ay e Ay ou Ay e Ay
b} A1 AE e _t‘l.a .
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Bl Sendo A e B acontecimentos tais que
P{AUEB)=x e P(A)=F(B)=05x+ 0,125

e supondo que A e B sdo independentes, calcule o valor maximode P( A - B).

E Um juri pretende ordenar trés marcas de café, X, Y e Z, de acordo com o
paladar. Definem-se os acontecimentos:

A = { Marca X é preferivel a Y'};

B = { Marca X & ordenada em primeirc (melhor)};
C = { Marca X ¢ ordenada em segundo };

D = { Marca X & ordenada em terceiro }.

Se o juri ndo tiver experiéncia no que respeita ao paladar, e, em consequén-
cia, atribuir ordens as marcas atraves de um método aleatdrio serd o aconteci-
mento A independente dos acontecimentos B, Ce D7




