Apoio 3 Matematica Finita

Orientacao de trabalho:

Continue o estudo do Capitulo 1 - seccoes 1.4 e 1.5 (pag. 63 a 72 do manual)

Seccao 1.4: A tabela dos 12 caminhos - discussao dos caminhos 1, 2, 4, 5, 6.

Nesta seccao ird aprender a diferenciar se nas contagens interessa a ordem ou se ha ou nao
repeticao/reposicao de elementos.

Quando estamos a fazer distribuigoes de objectos para algum lado, estamos a definir uma
fungao entre um conjunto X e um conjunto Y

X - conjunto dos objectos a distribuir;
Y - conjunto para onde vamos fazer a distribuicao.

Assim contar o numero de distribuicoes possiveis, numa dada situacao, é equivalente a definir
uma funcao de determinado tipo entre X e Y. Por outro lado, os “objectos a distribuir” e os
“lugares onde serao colocados” podem ser distinguiveis ou nao.

A tabela dos 12 caminhos sintetiza todas as possibilidades de fungoes existentes entre 2 conjun-
tos X eY, com #X = ne#Y = m, cujos elementos podem ser distinguiveis ou indistinguiveis
e as fungoes podem ser de 3 tipos; injectivas ou sobrejectivas ou nenhum destes casos.

#X =n, #Y =m f qualquer f injectiva f sobrejectiva
elem. de X dist. n
1. m" 2. mt 3. m!
elem. de Y dist. m
elem. de X indist. A (n +m — 1) . (m) 5 (n — 1)
elem. de Y dist. . n S \n m—1
lem. de X dist. =
e e A A 7. Z{TZ} 8. |n<ml 9. {”}
elem. de Y indist. PR m
elem. de X indist.
10.  pm(n+m) 1. |n < m|| 12, pm(n)
elem. de Y indist.

As entradas a azul sdo as situagoes que estudaremos nesta unidade curricular. Nao é necessario
fixar estas entradas da tabela. E importante, sim, que a sua construcao seja entendida.

Esta seccao e seguinte estao disponiveis no Tépico 1 “Materiais de Apoio - Uteis ao Longo
do Curso”, em “Bibliografia”.
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As contagens elementares podem ser identificadas com uma sequéncia cujos elementos
podem repetir ou nao, tendo também em conta se interessa a ordem por que sao colocados.
A tabela seguinte resume os diferentes tipos de contagens elementares que podemos ter:

sem repeticdo com repeticao
; n!
n!
ny! ns! ng! - ny!
permutacdes n® de seqguéncias de com-
n® de sequéncias de com- primento n com k tipos de
primento n com os ele- elementos gque reggtem-se
interessa a mentos todos distintos. AgaNgseeafy respectivamen-
tecomn +n +.+n =n
ordem et .
l'IE I'IK
- n® de sequéncias de com-
arranjos n® de seguéncias de com- |primento k cujos elemen-
primento k a partir de n|tos podem repetirse, e
elementos distintos, sdo escolhidos de entre n
distintos.
1 k4+n-1
k k
nao interes- combinacdes
n® de subconjuntos o k R
2 4 i elementos {di]stint:}s‘,l de Y de:muiticorpaition com
um econjinto com n k elementos sendo n
(distintos). distintos.
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Seccgao 1.5: O principio da inclusio/exclusao - Material bdsico

Nesta secgao ird aprender outro principio bésico de contagem: o principio de inclusao/exclu-
sao. Este principio aplica-se quando numa contagem os objectos satisfazem uma ou mais pro-
priedades. Deste modo, é necessario determinar o cardinal de uma uniao de conjuntos finitos,
onde cada conjunto A; interveniente estd associado a uma propriedade P;. A determinacao de
#(A; U---UA,) complica-se quando os conjuntos nao sao disjuntos e é dada pela seguinte

formulas:

1<i<j<k<I<n

FORMULA DA INCLUSAO/EXCLUSAO:
HATUA U UA) =D #A; -
i=1

— ) HANANANA) -+ (—D)"TH#(AI N A UL NA,).

> #ANA)+

1<i<j<n

1<i<j<k<n

> #HANANA)

Esta férmula toma um aspecto mais simples em casos particulares:

2 conjuntos: #(AUB) =#A+ #B —#(ANB)

3 conjuntos:

H#AUBUC) = #A+#B+#C —#(ANB)

—#(BNC)—H#ANC)+#(ANBNC)

Este principio aparece muitas vezes combinado com o principio do complementar.

O quadro seguinte sintetiza os principais principios de contagens, de acordo com a sua
aplicacao e o que contam, respectivamente:

PRINCIPIOS

Justificagéo

Aplicagao

Multiplicagao

#(A1 xAzx...xﬁH(}=#A1 x#Azx...x#Ak

se precisamos de fazer
contagens em sequén-
cia.

Adigao

HA UA UL UA)=HA +HA + 4 A
seA NAN..NA =D

se temos varios casos
mutuamente disjuntos a
considerar.

Complementar

HOX\A) = #X - #A

se a uma contagem
geral queremos excluir
contagens particulares.

Inclusdof/Exclusao X

1<i<}<k<n

#F( AU Az U

i _4." 1 7t A-: Z

F( AN _-l'&j A E

=1 | P

Lsicj<k<lon

fooae o (=1)0 ]'Js'lfhl"'-ﬁt;l"' a1 Ay)

#{ AN .-"h_-,_l .

se temos contagens de
objectos que satisfazem
uma ou mais proprie-

(A T A M A Ay) dades (Pﬂde ser com-

binado com o principio
do complementar).
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Folha 3: EXERCICIOS (pag. 68 e 77, 78 do manual)

A tabela dos 12 caminhos (seccao 1.4)

1. Lancam-se cinco dados indistinguiveis. Quantos resultados é que pode haver?

2. Um corpo eleitoral de N pessoas é chamado a votar (por voto secreto) em 5 candidatos
para a presidéncia da ASSOCIACAO DOS AMANTES DAS ERvAS DANINHAS. Nao sdo
permitidas abstencoes, mas é possivel votar em branco. De quantas maneiras pode
resultar o escrutinio?

3. Considere a seguinte situacao: uma caixa contém n bolas diferentes, r das quais sao
retiradas uma a uma. Qual o nimero de diferentes extraccoes se. . .

(a) ...procedermos com reposigao (i.e. sempre que se retira uma bola ela é imediata-
mente reposta na caixa) e considerarmos a ordem pela qual as bolas sao retiradas.

(b) ...procedermos sem reposigao e considerando a ordem pela qual as bolas sao reti-
radas.

(c) ...procedermos sem reposigdo e sem considerar a ordem pela qual as bolas séo
retiradas.

(d) ...procedermos com reposi¢ao e sem considerar a ordem pela qual as bolas sao
retiradas.

O principio da inclusao/exclusao (seccio 1.5)

1. Num grupo de 67 pessoas, 47 falam inglés, 35 falam franceés e 23 falam ambas as linguas.
Quantas pessoas é que nao falam, nem inglés, nem frances? Se, além disso, 20 falam
alemao, das quais 12 também falam inglés, 11 falam frances e 5 falam as trés liguas,
quantas pessoas do grupo é que nao falam nenhuma destas linguas?

2. Considere os nimeros naturais de 1 a 300.

(a) Quantos é que sao divisiveis por 37 E por 3 e por 7, simultaneamente?

(b) E quantos é que nao sao divisiveis, nem por 3, nem por 77

3. (a) Quantas palavras se podem formar com dois U’s, um A, um E e um T?

(b) Em quantas dessas palavras nao ocorrem as sequéncias EU e TU?

4. Pretende-se arrumar numa estante quatro livros de Computacado, seis livros de Algebra
e dois livros de Geometria. Quantas sao as possiveis maneiras de os arrumar, sabendo
que:

(a) Os livros de um mesmo assunto devem ficar juntos.
(b) Os livros de Computag¢ao devem ficar juntos.

(¢) Apenas os livros de Computagdo devem ficar juntos.
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Quantas solucoes tem a equacao
Ty + T2 +x3 + 14 = 30

onde cada z; é um ntmero natural menor ou igual a 10.

[Sugestdo: Se nao houvesse a restrigdo de cada x; ser menor ou igual a 10, tratar-se-ia
de um problema discutido na seccao anterior. A sugestao é a seguinte: considere S; o
conjunto de solugoes da equagdo com x; > 10 (tais solugoes correspondem a solugoes da
equacao (y; + 11) + x9 + 3 + x4 = 30 nos numeros naturais); considere também Sy, S3
e S, e aplique convenientemente a férmula da inclusao/exclusao).]

Quantas maneiras ha de distribuir seis bolas idénticas por quatro caixas se a primeira
caixa sO puder conter uma bola, a segunda duas bolas, a terceira trés bolas e a quarta
quatro bolas?

Quantas sao as sequéncias formadas por trés a’s, trés b’s e trés ¢’s em que nao aparecem
trés letras iguais consecutivas?

Uma pessoa tem sete amigos e durante uma semana convida para jantar um conjunto
diferente de trés amigos. De quantas maneiras se pode isto fazer de modo a que todos
os amigos vao jantar pelo menos uma vez?

Mostre combinatorialmente que

para qualquer niimero natural n.
[Sugestao: Nao é muito dificil, mas tem somatérios de somatdérios .... Se quiser, tente
s6 depois de estudar o préximo capitulo.]
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Folha 3: SOLUCOES

A tabela dos 12 caminhos (secgao 1.4)
L (10)
5
, (N+5) _ (N+5
()= (5)
, , n\ n- n+r—1\ (n+r—1
3. (a) n (b) (©) (T)_F () < ' )_< n—l)

O principio da inclusao/exclusao (secgio 1.5)

1. H& 8 pessoas que nao falam, nem inglés, nem francés, e hd 6 pessoas que nao falam
nenhuma das trés linguas do exercicio.

2. (a) 14 (b) 172
3. (a) 5!/2! =60 (b) 60— 42 = 18
4. (a) 31416121 (b) 914! (c) 914! — 41416! — 81412! + 3141612

- (3)2) )
-0

R SR _ _ 2l
333 331 oz

S GHECERHGH
]
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Folha 3: RESOLUGAO DETALHADA

A tabela dos 12 caminhos (seccao 1.4)

1. Temos 5 dados indistinguiveis. Cada dado tem 6 faces distinguiveis. O resultado de um
lancamento corresponde a 5 faces voltadas para cima. Assim o ntimero de resultados possiveis
é igual ao nimero de fungoes existentes entre X e Y onde X = {5 dados} e Y = {6 faces}
Esse nimero é dado por

—1 1
(5 - g ) = ( 50) — quarta entrada da tabela dos 12 caminhos.

Alternativa: Cada resultado corresponde a uma sequéncia bindria com 5 zeros e 5 uns:

kyizeros 1 kgzeros 1 kszeros 1 kyzeros 1 kszeros 1 kgzeros

com ki + ko + k3 + kg + k5 + kg = 5. Por exemplo

0100110101 <— | - .

10! 10
O numero de tais sequéncias é: 35! = (5 )

2. Cada eleitor, ou vota num dos 5 candidatos, ou vota em branco (ndo se pode abster!).
Esta situagao é equivalente a votar em 6 candidatos (um voto em branco conta como um voto
no sexto candidato). Sendo assim, cada eleitor tem 6 escolhas diferentes para atribuir o seu
voto. No entanto, tratando-se de voto secreto, nao interessa saber qual o candidato em que
determinada pessoa votou. Por outras palavras, os N eleitores sao indistinguiveis e os seus
N votos tém de ser distribuidos por 6 candidatos. O problema é, portanto, equivalente a
distribuir N bolas iguais por 6 caixas distintas. Em conclusao, existem

N+6-1 — N+5 = N+5 escrutinios diferentes
N U N )5 '

3. (a) Em cada extracgao, podemos retirar qualquer uma das n bolas, porque procedemos
com reposicao. Além disso, interessa a ordem por que sao retiradas as bolas e, portanto,
existem

n" extracgoes diferentes.

(b) Como procedemos sem reposi¢ao, em cada extracgao, sé podemos retirar uma bola
que nao tenha sido retirada numa extraccao anterior. Assim, na k-ésima extraccao podemos
retirar qualquer das n — k + 1 bolas que ainda nao foram retiradas. Em conclusao, existem

nn—1)---(n—7r+1) =n" extracgdes diferentes.
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(c) Nao interessa a ordem pela qual as bolas sao retiradas, donde na situagdo anterior
algumas das extracgoes sao iguais. De facto, aqui interessa apenas saber quais as bolas que
foram retiradas nas r extracgoes. Deste modo, existem

T
n nt L
= —7 extracgoes diferentes
r 7!

- simplesmente, contamos todas as maneiras de escolher r bolas de entre as n que estao no
saco.

(d) Aqui, tal como na alinea (a), em cada extrac¢ao, podemos retirar qualquer uma das n
bolas. Mas, como nao interessa a ordem pela qual as bolas sao retiradas, s6 nos preocupamos
com o numero de vezes que determinada bola foi retirada. Por outras palavras, interessa-nos
apenas saber quantas extracgoes correspondem a cada bola. Nesta perspectiva, o nimero total
de extraccoes nas condigoes impostas é o mesmo do que o nimero de maneiras diferentes de
distribuir as r extracgoes (indistinguiveis porque nao interessa a ordem) pelas n bolas distintas.
Pensando em termos de separadores (as n bolas correspondem a n — 1 separadores), o niimero
pretendido é o mesmo do que o niimero de todas as sequéncias binarias com r zeros e n — 1

uns que, como sabemos, é
n+r—1\ [(n+r—1
T N n—1

O principio da inclusao/exclusao (secgio 1.5)
1. Seja X o conjunto das 67 pessoas. Consideremos os subconjuntos:
A={r € X: xfalainglés} , B = {z € X: x fala francés}.

Entao
ANB = {x € X: z fala inglés e fala francés}.

Portanto #A = 47, #B = 35, #(A N B) = 23. Ora dado z € X temos
x ndo fala inglés e x ndo fala francés <= ¢ (ANB) < z€ X\ (AUB).
Portanto

n° de pessoas que nao falam, nem inglés, nem francés = #(X \ (AU B)) = #X — #(AU B)
— HX — [#A+HB— #(ANB)] =67 — [47T+ 35— 23] = 8.

Para a 2* parte procede-se de modo analogo. Considera-se um novo subconjunto de X:
C ={z € X: z fala alemao}
e temos também
#C =20, #(CNA) =12, #(CNB)=11, #ANnBNC)=5.
Agora o numero de pessoas que nao falam nenhuma das trés linguas é:

#X\(AUBUCQ))=#X —#(AUBUC)
=H#HX —[#A+#B+#C —#(ANB)—#(BNC)—H#(ANC)+#(ANBNC)]
=67 —[47+35+20—-23-11—-12+5] =6
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2. (a) Um nimero natural n serd divisivel por 3 se, e somente se, n = 3k para algum ntmero
natural k& (o quociente da divisdo de n por 3) e escreve-se 3 | n. Sendo assim, teremos de
contar todos os nimeros naturais da forma 3k que estao entre 1 e 300. Ora,

1 <3k <300 & 1<EkE<100

e, portanto, existem precisamente 100 niimeros nas condicoes pretendidas.

Como antes, um ntumero natural n sera divisivel por 3 e por 7 simultaneamente se, e
somente se, n = (3 - 7)k = 21k para algum ntmero natural k& — note que 3 e 7 sdo primos
entre si. Como

1 <21k <300 & 1<k<I14,

existem precisamente 14 ntimeros nas condicoes pretendidas.

(b) Sejam
A={neN:1<n<300A3|n}, B={neN:1<n<300A7|n}
Portanto, como ja observamos,
A={3k: 1<k <100,ke N}, B={Tk:1<k <42 ke N}

e temos

#A =100, #B =42, #(ANB) = 14

— note que AN B é o conjunto de todos os nimeros naturais entre 1 e 300 que sao divisiveis
por 3 (porque estao em A) e por 7 (porque estao em B). Sendo assim,

#(AUB) = #A + #B — #(AN B) = 100 4 42 — 14 = 128.

Como AU B contém todos os ntimeros naturais entre 1 e 300 que sao divisiveis por 3 ou por
7, o numero pretendido é

# ([300] \ (AU B)) = #[300] — #(AU B) = 300 — 128 = 172.

3. (a) 5!/2! = 60 - porque é o nimero de sequéncias de comprimento 5 com 2 elementos
repetidos.

(b) O ntmero da palavras em que aparece o bloco EU é 4!; igualmente, o nimero de
palavras em que aparece o bloco TU é 4!; finalmente, o niimero de palavras em que aparecem
simultaneamente os blocos EU e TU é 3!. Assim, o nimero de palavras em que pelo menos
uma das sequéncias EU ou TU ocorre é 4! + 4! — 3! = 42. A resposta final é 60 — 42 = 18.

4. (a) Trata-se de arrumar trés blocos diferentes: o primeiro formado pelos quatro livros de
Computacao, o segundo formado pelos seis livros de Algebra e o terceiro formado pelos dois
livros de Geometria. Ora, existem 3! maneiras distintas de colocar estes trés blocos na estante.
No primeiro bloco, podemos colocar os quatro livros de Computacao de 4! maneiras distintas;
no segundo bloco, podemos colocar os seis livros de Algebra de 6! maneiras distintas; e, no
terceiro bloco, podemos colocar os dois livros de Geometria de 2! maneiras distintas. Assim,
a resposta é: 3!4!6!2!.

(b) E 0 mesmo que colocar 1 + 6 + 2 = 9 livros distintos na estante (1 corresponde ao
bloco dos livros de Computacao). Assim, a resposta é: 9!4! (4! corresponde as permutagoes
dos livros de Computagao dentro do bloco).
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(c) Devemos retirar ao conjunto X de todas as disposigdes em que os livros de Computagao
ficam juntos (que foi considerado na alinea anterior), todas as disposigoes em que os livros de
Algebra estao juntos OU os livros de Geometria estao juntos. Sendo assim, designando por A
o conjunto de todas as disposicoes em X em que os livros de Algebra estao juntos e por B o
conjunto de todas as disposi¢oes em X em que os livros de Geometria estao juntos, devemos
calcular a cardinalidade do conjunto X \ (AU B) que é #X — #(AU B). Ora, o principio da
inclusao/exclusao diz-nos que

#(AUB) = #A + #B — #(AN B).

Contemos os elementos de A; neste conjunto estao todas as disposi¢oes com os livros de
Computacao juntos e, tembém, os livros de Algebra juntos; raciocinando como nas alineas
anteriores, concluimos que #A = 41416!. Analogamente, #B = 8!412! (em B estao todas as
disposigoes com os livros de Computagao juntos e, tembém, os livros de Geometria juntos).
Finalmente, na interseccao A N B estao todas as disposi¢oes com os livros de um mesmo
assunto juntos e portanto, pela alinea (a), #(A N B) = 3!416!2!. Por conseguinte,

#(A U B) = 41416! 4 8!1412! — 31416!2!.
Como #X = 94! (alinea (b)), o resultado pretendido é: 914! — 41416! — 8!412! 4 31416!2!.

5. O problema é equivalente a contar o nimero de maneiras distintas de distribuir 30 bolas
iguais por 4 caixas distintas de modo a que nenhuma caixa contenha mais do que 10 bolas.
Para efectuar esta contagem, podemos (por manobra de passagem ao complementar) contar
o numero de maneiras de distribuir as 30 bolas pelas 4 caixas de modo a que pelo menos
uma das caixas contenha 11 ou mais bolas. Sendo assim, para ¢ = 1,2, 3,4, designamos por
S; o conjunto de todas as distribuicoes distintas em que a caixa ¢ contém 11 ou mais bolas
(é claro que S; (por exemplo) tem tantos elementos quantas as solugoes naturais da equagao
(y1 +11)+ 22+ 23 +x4 = 30). Nao é dificil convencermo-nos de que #S51 = #Sy = #S3 = #5,
(os quatro conjuntos sdo essencialmente o mesmo). Ora, para determinarmos #5S;, tendo
colocado 11 bolas na caixa 1, restam-nos distribuir as restantes 19 bolas pelas 4 caixas e

. 1 22 . . _
existem ( 9; 3) = ( 3) maneiras diferentes de o fazer. Em conclusao:

3

O nosso objectivo é determinar #(S; U Sy U S3USy). Para isso, deveremos usar a férmula
da inclusao/exclusao e, portanto, teremos de contar os elementos comuns a dois, a trés e a
quatro dos conjuntos considerados. Consideremos, por exemplo, S; N Sy. A cardinalidade
desta intersecao é, obviamente, o niimero de maneiras distintas de distribuir as 30 bolas pelas
4 caixas de modo a que cada uma das caixas 1 e 2 contenha 11 bolas ou mais. Assim sendo,
queremos contar as maneiras distintas de distribuir 30 — 22 = 8 bolas por 4 caixas. Em

conclusao: Q3 "
+
#(Slﬂ52)—( 3 )—(3).

#(51 N S3) = #(51 N Sy) = #(S2 N S3) = #(S2 N Sy) = #(53 N Sy) = (131)'

Agora, consideremos #(S; N S5 NS;3). Neste caso, temos de contar as maneiras distintas
de distribuir as 30 bolas pelas 4 caixas de modo a que cada uma das caixas 1, 2 e 3 contenha
11 bolas ou mais. Esta situagao é, obviamente, impossivel e, portanto,

#(S1 M Sy N S3) = 0.

4Gy = 5y = #Sy = #S, = (22).

Analogamente,
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Analogamente, #(51 N5 NSy) = #(S1NS35N8y) = #(52NS3N8y) = 0. Pelas mesmas razoes,
temos #(S1 N S, N S3NSy) =0.

Finalmente, usando a férmula da inclusao/exclusao, concluimos que

H(S U S, USsUS,) = 4(232) _ 6(131).

3) maneiras distintas de distribuir 30 bolas iguais por 4 caixas, chegamos a
conclusao de que o ntimero pretendido no problema é:

33 22 11
—4 +6 )
(5)=4(5) ()
6. Este exercicio é semelhante ao exercicio 5. Para i = 1, 2, 3, 4, designemos por A; o conjunto
de todas as distribui¢oes das 6 bolas (iguais) pelas 4 caixas de modo a que a caixa i tenha

1+ 1 bolas pelo menos. Contemos o ntimero de elementos da uniao A; U Ay U A3 U Ay. Pela
férmula da inclusao/exclusao, temos

Como existem (33

#H(ALUAs U A3 U Ay) = #A) + #As + #As + #A, — #(A1 N Ay) — #(A1 N A3)

—#H(AINAY) —#(Ay N A3) — #(As N Ay) — #(As N H#AL) + #(A1 N Ay N A3)
+H (AN Ay N AY) + #(AT N A3 N Ag) + #(As N AsNAy) — #(A N Ay N Az N Ay).

e #A;: se a caixa 1 jd contém 2 bolas, devemos distribuir as restantes 4 bolas pelas 4

caixas e existem (g) maneiras distintas de o fazer. Assim, #A; = (g)

e #Ay: se a caixa 2 jad contém 3 bolas, devemos distribuir as restantes 3 bolas pelas 4

caixas, pelo que # A, = (g)

De modo andlogo, # A3 = (g) e #A, = (g) Consideremos agora as interseccoes de dois ou
mais conjuntos.

o #(A; N Ay): se as caixas 1 e 2 ja contém 2 + 3 = 5 bolas, devemos distribuir bola que
sobre pelas 4 caixas. Por conseguinte, #(A; N Ay) = 4.

o #(A; N A3z): as caixas 1 e 3 ja contém 2 + 4 = 6 bolas, que sé podem ser colocadas de
uma maneira. Logo #(A; N As) = 1.

Em qualquer um dos outros casos, teriamos de colocar um ntimero superior a 6 nas duas caixas
consideradas, o que é impossivel. Sendo assim,

#(A1 N Ag) = #(A2 N Az) = #(A2 N Ay) = #(A3 N #Ay) = 0.
Da mesma forma, temos

#(Al ﬂAQ mAg) - #(Al ﬂAQ OA4) - #(Al mAgﬂA4) == #(AgﬂAgﬂAét)
=#(A1NANA3NA) =0

e, portanto,

HATUAUA3U Ay) = <§)+<§>+(2>+<§) —4—-1= (i) —6
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(usando a férmula da adigdo do indice superior). Finalmente, como existem (g
distintas de distribuir as 6 bolas pelas 4 caixas, o nimero pedido é

(5)-6) e

)
31313!
formadas por trés a’s, trés b’s e trés ¢’s em que os trés a’s aparecem em bloco. Definam-se S,
e S, analogamente. Claro que

) maneiras

7. Se nao houvessem restricoes, a resposta seria Seja S, o conjunto das sequéncias

7!
#5a = #5 = #5 = 357

Também se tem:

5!
#(SaNSy) =#(SaNS.) = #(S N S,) = 3 € #(S,NSyNS,) =3l
Logo a resposta ao problema é
| | | |
S H(S.USUS) = o —3 32 g

313131 313131 “3131 T U3l

8. Usando a manobra de passagem ao complementar, vamos contar todos os convites possiveis
que deixem de fora pelo menos um dos sete amigos. Por outras palavras, se aq,...,a; des-
ignarem os sete amigos e se, para 1 <1 < 7, designarmos por A; o conjunto de todos os convites
que deixam de fora o amigo a;, pretendemos calcular a cardinalidade da uniao A, U ---U A;.
Pelo principio da inclusdo/exclusao, temos

7
AU UA) =) #A— > #(ANA)
=1

1<i<j<T

— notemos que, em qualquer interseccao de trés dos conjuntos A; U- - -U Az, ficam de fora trés
amigos e, portanto, a pessoa em causa s6 podera fazer (g) = 4 convites, ficando obrigada a
jantar mais do que uma vez com o mesmo conjunto de trés amigos; isto justifica que qualquer
daquelas interseccoes é vazia; do mesmo modo, sao vazias as intersecgoes de quatro ou mais
dos conjuntos considerados.

Agora, para determinarmos #A; (para 1 <i < 7) deveremos contar o niimero de convites
diferentes que deixem de fora o amigo a;. Ora, os seis amigos que restam podem ser agrupados
de (g) = 20 maneiras diferentes. Estes grupos terao de ser distribuidos, sem repeticoes, pelos
sete dias da semana. Temos precisamente 7!(270) distribuicoes diferentes. Em conclusao:

20 20\ (/6
s n () =7(3) (o)
para qualquer 1 <7 < 7.

Por outro lado, consideremos uma intersecao arbitraria A; N A; com 1 <14 < j < 7. Neste
caso, 0s amigos a; e a; nunca sao convidados para jantar. Como acima, os cinco amigos
que sobram podem ser agrupados de (g) = 10 maneiras diferentes e temos 7!(170) maneiras
diferentes de distribuir, sem repeticoes, estes grupos pelos sete dias da semana. Deste modo,

w8 +(2))
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para quaisquer 1 <7< j < 7.
Segue-se que

#iano=ua = n(7) ()= () (7)) - (7)) - ) () 6)]

Finalmente, um raciocinio semelhante aos que usamos acima, podemos concluir que a pessoa

em causa tem .
(9)E)-()C)

maneiras diferentes de jantar com trés amigos durante os sete dias da semana sem repetir o
grupo de amigos. Em conclusao, o nimero que se pretende no problema é

35\ (7 20\ /6 7\ (10\ /5
| 7 —
(7)) (7)) - G) (7))
35\ (7 20\ /6 7\ (10\ /5
=7 —
1)) (6= CIEE)]
9. Sabemos que n! é o nimero de permutacoes do conjunto [n], que (Z) ¢ o numero de
subconjuntos de [n] com k elementos e que kj é o nimero de permutagoes de [n] que nao
deixam elementos fixos (i.e., o nimero de desarranjos de [n]). Ora, uma permutagao de [n]
deixa, ou 0 elementos fixos, ou 1 elemento fixo, ..., ou n elementos fixos. Nesta ordem de
ideias, para k = 0,1,2,...,n, designemos por A; o conjunto de todas as permutagoes de [n]

que deixam exactamente k elementos fixos. Pelo que dissémos, temos

k=0

Agora, para cada k, existem (Z) maneiras de escolher os k elementos de [n] que ficam fixos;
como os restantes n — k elementos nao podem ficar nas suas posicoes originais, concluimos que

Sendo assim,

como queriamos.

21082 - Matematica Finita 11



