Algebra Linear Il | 21003

Proposta de resolucao
1. (2,2 valores) Considere R* com o produto interno
(21, T2, 73, 74), (Y1, Y2, Y3, Ya)) = T1Y1+T2yo+403Y3+T3ys+24y3+474Y4

(vocés podem assumir sem justificacao que este € um produto interno.)

Sejam F = (vy, vy, v3) € R?, com

1 -1 1
2 —2 -1
U1 = 0 , U2 = 0 , U3 = -1
-1 0 0

Determine

a. (1,6 valores) uma base ortonormada de F' usando o processo de
Gram-Schmidt;
Resolugdo: Vamos escolher u; = vy. Porque ||ui]| = J/ui|u; =
v 144+ 4 = 3, normalizamos u, para obter

1
12
TL1—§ 0
-1

Pelo processo de Gram-Schmidt, calculamos um vector ortogonal

1 1 4
Uy = Vo—{Ny, Vo)ny = _02 _%(_1_4) % g _ 1 —08
0 —1 _5
Porque ||uz|| = v/16 + 64 + 100/9 = 1/20/9, temos
4
ny = \/9]20u; = /1180 |
-5
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Aplicando o processo mais uma vez, obtemos

ug = v3 — (N1, v3)ng — (N2, V3)noy

1 1 —4
1] 1 1] 2 1 1 | -8
- —2(1-241) | = —/ —(—4+8+45 —
1|30 0 A Wsg | o
0 -1 -5
1 —4 24
I I O P O B N O e v
-1 201 0 | 20| —20 |’
0 -5 5
e normalizamos para obter
24
Us 20U3 1 —12
n —_— = g
> us|| ~ /576 t 144 + 1600 — 100 — 100 + 100 /2220 | —20
5

Entéo (n1,n2,n3) € uma base ortonormada de F.

b. (0,6 valores) uma base do subespago F*.

Resolucgdo: Os elementos de '+ sdo os vetores (w, z,y, z)T € R*
ortogonais aos geradores de F, isto €, tais que

lw+2r+4-0y+0z+ (—1)y+4(—1)z =0,

(—w+ (=2)z+4-0y+0z+0y+4-0z=0,

lw+ (-Dz+4(-1)y+ (-1)z+ 0y +4-0z = 0.
Sw+2r—y—4z2=0,—w—-2r=0w—rx—4y—2=0
Entdo, w = —2z, portanto 0 = w + 2z —y — 4z = —2z + 22 —
y—4dz=—y—4z,ey=—4z. Albmdisso, 0 =w —x — 4y — z =
—2x —x + 162 — 2z = —3x + 15z e pois x = 5z, e w = —10z.
Come a dimenséo de F'* = 4 — dim F = 1, concluimos que F* =

{(—=102,52, —4z,2)T : z € R} com base ((—10, 5, —4,1)7).

2. (1,8 valores) Considere que R? estd munido do produto interno

T1Y2 + Ty

2
1 + 222y

<($17I2)7 (yla y2)> = T1Y1 +

(vocés podem assumir sem justificacao que este € um produto interno.)
Seja f : R? — R? o endomorfismo f((z,y)) = (2z,4y).
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Determine f*, o endomorfismo adjunto de f. Escreva sua resposta
como uma formula f*((x1,x2)) = (ax1 + bxe, cxy + das).

Resolucao: Relativamente a base canénica B,, temos

M(fvgcagc): {(2) 2:|

Vamos fazer uma mudancga de base 5. para uma base ortonormada 15/,
de forma a poder usar os resultados para matrizes em bases ortonor-
madas.

Para encontrar B’, comegamos (arbitrariamente) com u; = (1,0) e pro-
curamos um vetor ortogonal uy = (y1,y2). Temos 0 = (u1, ug) = y1 + 4.
Com y, = 4, obtemos (y1,12) = (—1,4). Porque |[u1]| = V12 = 1, e
|Juz|| = \/(—1)2 + % +2-42 = /31, uma escolha adequada
para B' & ((1,0), (Z=, 757))-

Seja P a matriz de mudanca da base B’ para B... Logo

1 =L
P =M(ld, B, B,) = 0@4,
V31

cuja inversa é
1 1
P*:{ ﬁd.
0

Logo, a matriz que representa f com respeito a base B’ é

D= M(f,B,B)
FICRIEE:
= 4
[0 @ 0 4 0

=L ] 2
_ [ 2 1 ] 1 vl i [ 2 ] '
0 V31 0 77 0 4
Estando numa base ortonormada, o endomorfismo adjunto de f sera
representado pela matriz

2 0
<m=qu$m:{i_4}
Va1

Para expressar f* na forma exigida, temos que reverter para a b.c.
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M(f*, B, B,.)
1 = 2 0 1 1 ]
— V31 1
= i 2
[0 \/_:Tll Vel 4 0 L
60 -4 1 60 —16
1 60 —16
= 38 @ [0 ﬁ}z{ﬁ 13216:|
31 /31 4 31 31
510 & (1, 2)) = (S — fhas, s + ).

FIM
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