b b

‘ E-fO'IO A l Instrugbes para a realizagao do E-folio

N ABERTA

Matematica Finita | 21082

Proposta de Resolucao Sumaria

Grelha de corregao das respostas de escolha multipla:

1. ] 2. ] 3.
C)| C) | D)

4. Para X = {—1,1},0u X = Z,ou X = R, considere-se a fungéo identidade
f: X =R, f(x)=z,z€ X,eg= f. Afungdo produto f - ¢g: X — R
esta entédo definida por (f - g)(z) = f(z)g(x) = 2, x € X, que ndo é
uma fungéo injetiva: (f - g)(—1)=1=(f-g)(1).

Este exempo mostra que as afirmacdes A, B e C sao falsas.

5. Comecemos por calcular quantos numeros de 7 digitos distintos podem
ser formados com os 9 algarismos de modo que os digitos 5 e 6 fiquem
sempre consecutivos. Este problema é semelhante ao exercicio 13c) da
Atividade Formativa 1.

Tal como nesse exercicio, considere-se 0 5 € 0 6 como um bloco de dois
elementos que podem ser permutados entre si de duas maneiras. Este
bloco pode ser fixado em 6 posigdes possiveis. Os restantes 5 digitos
(todos distintos), de entre 7 possiveis, podem ser fixados de

!
7><6><5><4><3(:;):2520

maneiras possiveis: 7 maneiras para fixar o primeiro digito, 7 — 1 = 6
para fixar o segundo digito, que tem de ser diferente do primeiro digito,
6 — 1 para fixar o terceiro digito, etc.). Existe assim um total de

2-6-2520 = 30 240

numeros de 7 digitos distintos em que os algarismos 5 e 6 aparecem
contiguos.
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Por outro lado, tendo-se um total de 9 digitos a serem distribuir por 7
posigoes diferentes, conclui-se de modo semelhante que existem

9><8><7><6><5><4><3(:%>:181440

nuameros de 7 digitos distintos formados pelos algarismos 1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8,9.
Logo, existem

181 440 — 30 240 = 151 200

diferentes nimeros de 7 digitos distintos formados com os 9 algarismos
em que os digitos 5 e 6 nunca aparecem consecutivos.

6. Para resolver este exercicio vamos utilizar o principio da inclusao/exclusao.
Para isso, definam-se o conjunto A de todas as fungdes f : [n] — [3] e
0s conjuntos

A={f: = Bl:id f)}, =123

« No caso de uma fungdo f do conjunto A;, para cada m € [n]
existem duas possibilidades para o valor de f(m): ou f(m) =
2 ou f(m) = 3. Como o conjunto [n| tem n elementos, exis-
tem assim 2" possibilidades diferentes para definir os valores de

f(1), f(2),..., f(n). Ou seja, #A; = 2".
De modo semelhante, # A, = #A; = 2™,
» Tem-se
AinAy={f:[n] = [3]: 1,2 ¢ f([n])}
pelo que existe uma Unica fungao pertencente a A; N A,: a fungao

constantemente igual a 3. Analogamente, #(A4; N A3) = #(A; N
A3) = 1.

« Como o contradominio de uma funcdo € sempre um conjunto dife-
rente do vazio, #(A; N A, N A3) = 0.
« Pelo principio da inclusdo/exclusdo conclui-se entdao que #(A; U
Ay U Aj) éigual
#FAL+ # Ay + #As — #(A1NAy) — #(A2NA3) — #(A1NA3)+
+ #(A1N AN As3)
=3-2"-3.

» Para a conclusao do exercicio, resta observar que A; U A, U A3 é
o conjunto de todas as fungdes f : [n] — [3] ndo sobrejetivas.

Pagina 2 de 4



* Donde, o numero total de funcdes sobrejetivas é igual a

7. Caso base: n = 0. Tem-se

> (1) ()1 6)
prd k 0 0
conforme explicado na ultima linha da pagina 39, primeira linha da pa-

gina 40 do manual.
Hipotese de inducao: Dado e fixado um n € N, suponhamos que

Z": (n+k;) B (2n+1)
k B n '
k=0
Tese de inducao:

"Z“ n+1+k\  (2n+1)+1)  [(2n+3
— k B n+1 S \n+1)/)

(Aqui, o n € o mesmo que se fixou na hip6tese de indugao.)

Passo de indugdo: Pela lei de Pascal e por (") = 0 (pag. 42 do

manual),
n+1 n+1 n+1
Z +1+k Z + k +k
n _ n " n
k k Z k—1
k=0 k=0 k=1

B z”: nt k) (ntntl +’§ n+k
B k n+1 k—1)’
k=0 k=1
donde, pela hipotese de indugdo e novamente pela lei de Pascal, a ul-
tima expresséo é igual a

om+1 m+1\ 2 4k om—+2\ 2 4k
( n )+(n+1>+;(k—1)_<n+l)+; k—1)°
: - (%)

Em relagdo a soma (x), pela lei da simetria, pela mudanca de variavel
n + k ~» m e pela formula da adigdo do indice superior, obtém-se,

respetivamente,
%(n%—k)_%(n—i—k)_ 25:“ ( m)_(2n+2)
k=1 k—1 o\t memey \ 1 n+2
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Logo, conclui-se dos célculos anteriores que
”Z“ nt 1k _ (2042 | (n+2) _ (2043
— k S \n+1 n+2) \(n+2)

sendo a ultima igualdade justificada por nova aplicagdo da lei de Pascal.

Conclusao: Pelo principio da inducdo matematica conclui-se que a
igualdade do enunciado é valida para qualquer n € N.
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