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1.1 [1] Utilizando a definicao, prove que f (n) = (n + 3)260(n?).

1.1 [1]
Utilizandoe a defini¢do, prove que f(n) = (n + 3)2 é O(n?).

Prova que f(n) = (n + 3)? é O(n?)
Defini¢ao: f(n) € O(g(n)) se existirem constantes positivas ce ngtais que:
fm)=c-gn),Vn=n,

Passo 1 — Expandir f(n)
m+32=n’4+6n+9

Passo 2 — Majorar cada termo em fung3o de n?

Paran = 1, temos que n < ne 1 < n?, portanto:
6n < 6n?

9=9.1<9n?

Passo 3 — Construir a desigualdade
Somando tudo:

n24+6n+9<n?24+6n2+9n?=16n?

Passo 4 — |dentificar as constantes
Das desigualdades acima, retiramos diretamente:

c=16n;=1
Conclusdo
Com ¢ = 16e ny = 1, verificamos que:

m+3)2 <16n3v¥vn=1

Pela definicdo de notacao O, fica provado que: f{n) = (n + 3)? é O(n?)
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1.2.1 [0.5] Para o seguinte par de fungées f (n) e g(n), indique (apenas uma opcao) sef (n) = O(g(n)),
f(n) = Q(g(n)).f(n) = ©(g(n)) ou nenhum dos casos. Justifique a sua resposta com base apenas na ordem de
grandeza relativa dos termos das fungdes.

f(n) = n2+ 1, g(n) = ¥ n5+ 100

Nés temos que g(n) = n~(5/3) + 100

Comparando os termos denominadores, nds temos que:

Para f(n) = n"2 +1 -> n"2

Para g(n) = n*(5/3) + 100 -> n*(5/3)

Sabemos tambem que, n*2 > n*(5/3) quando n tende para infinito, onde temos o seguinte limite da razao:
limite (n -> infinito) f(n)/g(n) = limite_(n -> infinito) (n*2 + 1)/(n"(5/3) + 100) = infinito

por isso ficamos com:

limite_(n -> infinito) f(n)/g(n) = infinito => f(n) = w(g(n)) => f(n) = omega (g(n))

e por isso, podemos concluir entdo que a opcdo correta seria:

f(n) = omega (g(n))

1.2.2 [0.5] Para o sequinte par de funcdes f (n) e g(n), indique (apenas uma opgdo) sef (n) = O(g(n)),
f(n) = Q(g(n)).f(n) = ©(g(n)) ou nenhum dos casos. Justifique a sua resposta com base apenas na ordem de
grandeza relativa dos termos das fungdes.

f(n) = n*%" + 1000, g(n) = n'*9™

Termos dominantes:
f(n) = n~(4log n) + 1000 -=> @ (n*(4 log n))
g(n) = n*(log n*2) = n*(2 log n) => B(*(2 log n))

Nés temos que a fungao f(n) = n~(4log n) + 1000 cresce mais rapidamente do que g(n) = n*(log n*2), e que 0
termo dominante de f(n) é assintoticamente maior que o termo dominante de g(n)

Comparando entdo as ordens, temos que:
f(n) = n~(4 log n) / n*(2 log n) = n*(4 log n - 2 log n) = n*(2 log n)

Sabemos também que, n”(2 log n) -> infinito, quando, n -> infinito = limite_ (n->infinito) => limite_ (n->infinito)
f(n)/g(n) = infinito

Concluimos entao que f(n) = omega(g(n))




1.3 [1] Considere a complexidade do seguinte segmento de codigo em termos do n® f (n) de operagdes aritméticas
realizadas na variavel a. Determine a expressio de f (n) e indique a sua complexidade na notagao O/(. ).

for{a=0,i=1; i<=n; ++i)
for(j=1; j<=i; ++f)
are;

Nds temos dois loops aninhados, um loop externo que vai de i = 1 até n, com n iteragbes e um loop intenro que vai
de j = 1 até i, ou seja, o nimero de iteragdes depende do i.

Para cada i de 1 a n, o loop interno executa i vezes, logo temos:

Total de incrementos de a ao longo da execucdo do codigo é igual & soma de i de 1 até n, 0 que corresponde &
formula da soma dos primeiros nameros inteiros positivos: (n{n+1))/2

Concluimos entao que a funcdo sera:

f(n) = (n(n+1))/2 = O(n"2)
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2.1 Considere uma arvore de pesguisa binaria (BST) inicialmente vazia.

2.1.1 [1] Insira na arvore as chaves 6, 11, 9, 2, 10, 13, 7, 1, 4, 8 pela ordem indicada. Desenhe
a arvore obtida apés efetuadas todas as insergdes (total de 1 desenho). Justifique os passos
intermédios / raciocinio apenas para as duas ultimas insergdes. Nas alineas seguintes
considere a arvore obtida como a drvore "original".

6 1°) Insersdo do 6 - Raiz

/ \ 2°)Insersaodo11-11>6
, filho direito de 6

2 11 3°)Insersiodo9-9> 6,
vai para a sub arvore direita, 9 < 11, filho esquerdo de 11

/\ / \ 49) Insersdodo 2-2< 6,

filho esquerdo de 6

1 4 9 13 5°) Insersdo do 10 - 10 >
6, sub arvore direita, 10 < 11, 10 > 9, 10 é filho direito de 9

/ \ 6°) Insersdo do 13- 13 >
6,13 > 11, 13 é filho direito de 11

7 10 7°) Insersdodo7-7>6,7
<11, 7< 9,7 é filho esquerdo de 9
\ 8°)Insersdodo1-1<6,1
< 2,1 é filho esquerdo de 2

8 9°) Insersdaodo 4-4<6,4
> 2, 4 é filho direito de 2

10°) Insersdo do 8



2.1.2 [1] Remova da arvore original a chave 6 utilizando o algoritmo de remocao por cépia (Deletion by Copying). Das
varias opgoes possiveis escolha a que Lhe parece melhor. Desenhe a drvore obtida justificando a sua escolha e os passos

intermédios / raciocinio.

No algoritmo de remocgao por cépia, quando se remove um né com dois
filhos, substitui-se o valor do né a remover pelo valor do seu antecessor
(maior valor da subarvore esquerda) ou sucessor (menor valor da
subarvore direita), removendo-se depois 0 né de onde se copiou o valor.
Para remover o né 6 (raiz) existem duas opgoes:

1. Substitui pelo antecessor: o maior valor da subarvore esquerda, que é
4,

2. Substituir pelo sucessor: o menor valor da subarvore direita, que é 7.
Neste caso deve-se optar por 7 porque o né 7 tem apenas um filho (8), o
que torna a sua remog¢ao mais simples.

Para remover tem-se:

1. Copia-se o valor de 7 para a posi¢ao da raiz (substituindo o 6).

2. Remove-se o né original que continha o 7.

Como o né 7 tem um filho direito (8), ao remove-lo, o seu filho sobre
para ocupar a sua posicao.

A arvore final fica:



2.1.3 [1] Explique em que consiste a operac¢ao de rotagao de um né em torno do seu parente.
Efetue na arvore original uma rotagdo de 11 em torno do seu parente. Desenhe a arvore obtida
justificando os passos intermédios / raciocinio.

A rotagdo de um né em torno do seu parente é uma operacao local que reequilibra a
subarvore, e muda ligeiramente a sua estrutura sem violar as propriedades de vusca
binéria, existem dois tipos principais:

- Rotagdo a esquerda sobre um né X, em que Y é filho direito de X ou seja o pivot, a
subdarvore esquerda de Y é transplantada para passar a ser o filho direito deX, e
X passa a ser o filho esquerdo de Y.

- Rotagdo a direita é como a rotagdo a esquerda, mas troca-se a direita pela esquerda
e viceversa.

11 1°) Identificar Xe Y

/ \ X =nb 6, onde a rotacao
acontece, Y=n6 11, pivot, filho de X

6 13 2°) Transplante da arvore da
esquerda de Y

/ \ Y tem subéarvore esquerda em 9,
esta subarvore torna-se filho direito de X

2 9 3°) Mover X como filho esquerdo
deY

/\ / \ Se Y adota X como filho
esquerdo, e X era a raiz

1 4 7 10 4°) Realocar as restantes
subarvores inalteradas

\ O filho esquerdo érigina de X o
2, permanece como filho esquerdo de X, e a subérvore direitade Y

8 0 13 continua como filho direito
deY




2.2 [2] Considere uma arvore B (B-Tree) de ordem 3 inicialmente contendo apenas o né raiz com as chaves 2 e 10.
Desenhe a arvore apds cada uma das seguintes operacdes de insercao (I) e remocao (R) pela ordem indicada: | 8, 14, 12,
4, 6; R 10; (total de 6 desenhos). Justifique os passos intermédios / raciocinio para cada operacao.

Temos uma arnore B de I!Irﬂﬁl'l'lﬂl:l'l'lﬂ]. Mazimo de chaves [t i = 2. Minimg de
chaves por né [nao reiz) = 1. Estado inicial: [2110]

Ingerir 8: O | deve gof inserfido no NG @i, entre 2 = 10. O 0o fica com 3 chaves
[2I8110], 0 que causa um split. A chave do meio [8) & promovida para s« tomar a
nova raiz.

i8]

P

121 [0

Ingarir 14: Comesamos na raiz B, 14 » B entao descemos para o filhe direito (10). O
14 & insefido neste N6 que tem capacidads.

18]

M

21  [104]

Ingerir 12: Comegamos na raiz i. 12 = 8, descemos para o Tilho direite [10]14]. A
ingercao de 172 resulta no no temporano [10012]14]. Esta né tem 3 chaves e precisa
de um split. A chave 8o melo (12) & promovida ao né pal (B) que s« tonra (812

[8112]
P L1
[21 [0 [14]

Inserir 4: Comecamaos na raiz [B!12]. 4 < B entao descemos para o filho esgueendo
[2]. O 4 & inseride neste 1o, gue tem capacidads,

[Bi12]
P |
2141 [0 [14]

Ingerir 6: Comecamas na raiz [BI2]. 6 < B, descermos para filha [214]. A ingarcéo de
6 resulta no né [2M16] que sofre um eplit. A chave do meio (4) é promovida para o
pai [3112], que se tonra [4]8112]. Este n6 pai tambtem exceds & capacidads
méaxima e soffe um split. A chave do meio 8 loma-se a nova raiz.



I8]
! \
14] [12]
LR A
[21 [8] [10]  [14]

Rermover 10: O 10 esta num no folha [10] gue tem o nUmes minmo de chaves (1).
A feiMocad causa um underflow. O sed ifmad 14 tambem tem o minimo de chaves,
efthd Uma etacao Nao & possivel. Temos de faZer uMma fusao (Merge).

- fundimes o no 10 (agora vazia) com o seu imao 14 & 8 chave sspradora do pai
[12). lsto cria 6 ove na [12]14] & esvazia o n o pai [17]. - O na [12] (agora vazia)
causa um underMiow de nivel superior. O Seu irmao 4 tam o minimo de chaves
entao temos de fundir novamente. - Fundimos o no vazio, o irmao [4] e & chave
spparadora da raiz (8). A raiz [8] fica vazio e & remavida, diminuindo a altura da
arvore. O na fundido [4|8] torna-s« a nova raiz, adotando os filhos dos nos
Tundidos.

[418]
Fool \

3 I [1:2]14]



Grupo Il

3. Considere o vetor [8 692 1 3 5 4 7]. Ordene o vetor utilizando o algoritmo de ordenacdo indicado. Explique de um
modo geral o funcionamento do algoritmo. Indique justificando a sequéncia de vetores obtida correspondente as
iteragdes principais do algoritmo.

3.1 [2) Algoritmo de ordenacdo por inser¢do (Insertion Sort).

o algoritmo insertion sort ele percorre o vetor da esqueda para a direita e vai inserindo cada elemento na posi¢cao
correta do suvetor a esqueda que ja esta ordenado. Por exemplo:

[869213547)
[689213547)
[689213547]

[268913547]
[126893547]
[123689547]
[123568947]
[123456897]
[123456789]

Ficando assim com o vetor e cada elemento na sua posigdo correta

3.2 [2] Algoritmo de ordenagao rapida (Quick Sort).

0 algoritmo quick sort escolhe um pivé e separa os elementos menores d esquerda e os maiores a direita, e
aplica o meso recursivamente:

Por exemplo:

pivd 7

menoresque 7 ->[621354])
maiores que 7 -> [8 9]

nova ordem: [621354789]
subvetor [62 135 4] - pivd 4
maiores que 4 -> [6 5]

menores que & -> [2 1 3]




novaordem: [213465]
subvetor [2 1 3] -> pivo 3
menores que 3 -> [2 1]
nova ordem : [1 2 3]
subvetor & [6 5] - pivo 5
maiores que 5 -> [6]

nova ordem |[5 6]
resultado final:

[t234567809]



