ALGEBRA LINEAR I | 21002 | e-félio B

Proposta de resolucao
Esta resolucao destina-se a verificar a corre¢ao do e-félio. Nao se destina a
estudo ou revisdo (em vez disso, use as resolugoes das atividades formativas).
Para enfatizar os pontos importantes, estas resolugoes omitirdo detalhes
que sao principalmente algoritmicos, como calculos. Qualquer auséncia de
detalhes nao implica que tal omissao seja aceitavel nos e-folios.

Nos grupos seguintes justifique todas as suas respostas apresentando os raciocinios
e os calculos que efetuou para as obter.

I. No Ry[z] considere os operagoes
(az® + bx + ¢)® (da* + ex + f) := (a+d)z” + (b+e— 1)z + (c+ f—2)
para todos a, b,c,d,e, f e R e
r@ (az® +bx+c)=(r-a)z*+(r-b—r+Dz+(r-c—2-r+2)
para todos a,b,c,r € R. (-, +,— do lado direito estdao as operagoes
usuais)

Mostre que Ry[z] com @ e ® é um espago vetorial real.

Resolugao: Para evitar a utilizacao de demasiados paréntesis, utili-
zaremos a convencao de que +, —, - tém precedéncia sobre @, ®.

Claramente, az® + bz + c®dz* + ex + f, r @ ax? + bz + ¢ € Ry[z] para
todos a,b,c,d,e, f,r € R (porque isto é 6bvio, ndo é necessario para
uma solucao correta).

Resta verificar (A1) a (A4) e (My) a (My). Sejam a, b, ¢, d, e, f, g, h,i,r, s €
R.

(A1): ar?*+br+c@®da® +ex+ f
=(a+d)r*+b+e—1Dz+(c+ f—2)
=(d+a)x®+(e+b—1Dz+ (f+c—2)

=dr’ +er+ f@ar® +bxr+c

(Ag): (az® +bx + c@dz* +ex + f) D gr® + hx + i
=(a+d)r*+b+e—1Dz+(c+f—2)Dgr*+hr+1i
=((a+d)+g)x>+((b+e—1)+h—Dz+((c+ f—2)+i—2)
=(a+(d+g)®+b+(e+h—-1) =D+ (c+(f+i—2)—2)
=ar?+bx+c®(d+g)r*+(e+h—1Dz+(f+i—2)

=ar? +br+c® (de? + ex + [ ® g + hw + 1)

(A3): az? +br+c®x +2
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=(a+0)2>+(b+1-1r+(c+2-2)
= az® + bz + c,

ez +2®azr® +br +c = azx®+ br + c (por cause de (A;)). Portanto,
x + 2 é o vetor nulo.

(Ag): az? +br +c®(—a)x®> + (2 —b)z + (4 —¢)
=(a+(—a)r*+ b+ 2-b) -z +(c+(4—c)—2)
=z+2

e (—a)z*+(2-b)z+ (4—c)@az® +br+c = x+2 (por causa de (A;)).
Portanto (—a)z? + (2 —b)z + (4 — ¢) = © (ax® + bx + ¢) (onde usamos
© em vez de — para o negativo da operacao @®).

(My): r® (az® +bx + c@®da? + ex + f))
r@(a+d)z?+b+e—1Dx+(c+ f—2)
=(r-(a+d)®>+(r-(b+e—=1)—r+Dz+(r-(c+f—-2)—2-r+2)
=(r-a+r-d)x*+(r-b+r-e—r—r+lzx+(r-c+r-f—2-r—2-7+2)
(

rea+r-d)+((r-b—r+1)+@r-e—r+1)—Dx+((r-c—2-
Q)+ (r-f—-2-r+2)-2)

=

(r-a)r*+(r-b—r+z+(r-c—2r+2)@(r -d)z*+(r-e—r+
r+(r-f—2-r+2)
= (r

®az? +br+¢)® (r@dr?* + ex + f)
(M):  (r+s)®az?+bzx+c
(r+s)-a)z®+((r+s) b—(r+s)+1)z+((r+s) c—2-(r+s)+2)

—_

)

r-a+s-a)r*+(r-b+sb—r—s+lz+(r-c+s-c—2-r—2-s+2)

(
= (
(r-a+s-a)r*+((r-b—r+1)+(s-b—s+1)—Dz+((r-c—2-
+2)+ (s c—2-5+2)—2)

=

(r-a)r*+(r-b—r+lz+(r-c—21+2)®(s-a)r*+ (s - b—s+
)T+ (s-c—2-5+2)
=(r

®ar® +br + ¢) ® (s ® ax? + bz + ¢)

—_

(M3): 7 ® (s ® (ax? + bx + ¢))

3):

r@(s-a)r*+(s-b—s+ Dz + (s c—2-5+2)
=(r-(sa)z*+(r-(sb—s+1)—r+1)z+(r-(s-c—2-s+2)—2-r+2)
((r-s)-a)x®+((r-s)-b—r-s+r)—r+1)z+((r-s)-c—2-r-s+2-1)—2-7+2)
((r-s)-a)z®>+((r-s)-b—(r-s)+Daz+((r-s)-c—2(r-s)+2)
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= (rs) ®ax® + bz + c.

(My): 1®ax®+br+c
=(l-a)2x*+(1-b—1+1lz+(1-c—2-1+2)
= az?® + bx + c.

Portanto, (R, ®,®) é um espaco vetorial real.

I1. Considere S := {ar®* + x+ (a+2): a € R}

i) Mostre que S é um subsespaco de V' = (Ry[z],®,®), o espago
vetorial real do grupo I.

ii) Determine justificadamente uma base de S.
Resolugao: i) Claramente, S € V (porque isto é 6bvio, ndo é neces-
sario para uma solugdo correta).

x+2=0x%+1r+2¢€ S, porque 2 = 0 + 2. Portanto, o vetor nulo de
VéemS.

Sejam ax? + bx + c,dx’ +ex + f € S, r e R, entdio b = e = 1,
c=a+2,f=d+ 2. Obtemos

(ax? +bx + )@ (de* +ex + f) = (a+d)x®> + (b+e— 1)z + (c+ f—2)
=(a+d)2*+(1+1-1Dz+ ((a+2)+ (d+2)—2)
=(a+d)*+z+(a+d+2)€ S,

e

r@(az?+bx+c)=(r-a)>+(r-b—r+Dz+(r-c—2-r+2)
=(r-a)*+(r-1—-r+Dz+(r-(a+2)—2-7+2)
=(r-ax*4+z+(r-a+2-r—2-r+2)
=(r-a)*+z+(r-a+2)es

Pois, S é subespace de V.

ii) Considere p = (—1)z2 +x+ 1€ S. Se az? + x + (a + 2) € S, entdo
(—a) @ (-1az*+z+1

() (<124 () 1~ (~a) + D+ ((—a) 1~ 2 (—a) +2)
=azr’ + ((—a) - 2>+ x + (a + 2).

Portanto {(p)) = S.

Se r®p = Oy, entéoOV=x+2=r®p:(T.(_l))x2+(,,,_1_,r+
Dr+(r-1—2-r+2).
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Do termo quadratico, obtemos r = 0. Portanto, (p) é lineramente
independente. Pois, (p) é uma base de V.

(outras bases existem)

ITI. Sejam V = (Ry[z],®,®) o espago vetorial real do grupo I, W = (R?, +, )

o espaco vetorial real com as operacoes usuais, e T': V' — W a aplicacao
definida por

T(ax* +br+c)=(a+b—1,2c—4) Vax’ +br+ceV.

i) Mostre que T' é uma aplicagao linear.

ii) Determine justificadamente Nuc 7" e Im7T".

Resolugao: i) Sejam az? + bx + ¢,dx® + ex + f € V, entdo

T(az? + bx + c@® dr? + ex + f)

=T((a+d)z*+ (b+e—Dz+ (c+ f—2))
=((a+d)+(b+e—1)—1,2(c+ f—2)—4)
=(a+b—-1)+(d+e—1),(2c—4)+ (2f — 4)
=(a+b—1,2c—4)+(d+e—1,2f —4)

=T(az® + bx + ¢) + T(da* + ex + f)

Sejam az? + bz + ce V, r € R, entdo

T(r ® ax® + bx + )
=T((r-a)x®*+r-b—r+lz+(r-c—2-r+2))
=((r-a)+(r-b—r+1)=1,2(r-c—2-r+2)—4)
=(r-a+r-b—r,2-7r-c—4-r)

=r-(a+b—1,2c—4)

=r-T(az® + bx + c).

Portanto T é uma aplicagao linear.

ii) O vetor nulo de W é (0,0).

T(z*+bx+c) = O < (a+b—1,2c—4) = (0,0) < (b =1—a and ¢ = 2)
Portanto, NucT = {az? + (1 —a)x + 2 : a € R}.

Se (d,e) € W, entao T(dx*+x+(e/2+2)) = (d+1-2,2(c/2+2)—4) =

(d,e). Pois todos vetores de W sdo na imagem de T, e Im T = R.

Fim
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