ALGEBRA LINEAR 1 | e-félio A 2022 | resolugao

Esta resolucao destina-se a verificar a corre¢ao do e-félio. Nao se destina a
estudo ou revisao (em vez disso, use as resolugoes das atividades formativas).

Para enfatizar os pontos importantes, estas resolu¢oes omitirao detalhes
que sao principalmente algoritmicos, como céalculos. Qualquer auséncia de
detalhes nao implica que tal omissao seja aceitavel nos e-félios.

I. (7 val.) Questoes de escolha miltipla.

1. Considere as matrizes A, B e C' definidas por

31 5
A=| 2 0f, B:{_} e C=[-4 1].
-2 1

2
Entao:
0 a) A% é definido O c¢) (BC)? ndo é invertivel
O b) ABC néao é definido O d) AB é invertivel

Resolucao: c.
a. é errado: A € M3,»(R), pois A2 = A - A ndo é definido (2 # 3)
b. é errado: A € M3y2(R), B € Moy (R), pois AB é definido (2 = 2)
¢ AB € M3, (R). C € My,2(R), pois (AB)C = ABC ¢é definido
(1=1).

12 -3]\’
c. ¢é verdadeiro: det(BC)? = (det BC)? = det ({ B ]) =
(det 0)* = 0, portanto (BC)? nao é invertivel.

d. é errado: AB € Mj34(R) (alinha b.). Porque AB néae é quadrado,
AB nao é invertivel.

2. Considere os seguintes subconjuntos dos espagos vetoriais (com suas ope-
ragoes padrao + e - ):

A={(z,y,2) eR3: 2 —y+2>0} CR3,
B={peR[z]:p(5) =0} C R[],
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C = {M € Mys(C) : det M € R} C My,2(C) (espago vetorial
complexo),

D={(z,y,2) eR®: 02—y =2z} CR>.
Entao:

O a) A, B,C e D sao subespagos vetoriais.

O b) A e C sao subespagos vetoriais, B e D nao sao subespagos
vetoriais.

O «¢) B e D sao subespacos vetoriais, A e C' ndo sao subespagos
vetoriais.

O d) D é subespago vetorial, A, B e C' ndo sao subespagos veto-
riais.
Resolucgao: c.
A nao é subespago: (1,0,0) € A, mas —1-(1,0,0) = (—1,0,0) & A.

B é subespaco: B C R[] (defini¢do de B), z — 5 € B, pois B é nao
vazlo.

Se p,q € B, entdo p(5) = ¢(5) = 0, pois (p+ ¢)(5) = p(5) + ¢(5) =
0+0=0,ep+qgeB.

Sep € Bea € R, entao p(b) =0, e (ap)(5) = a(p(h)) = a-0 =0,
pois ap € B.

C' nao é subespago: I, € C', mas (1+1i)ly € C, porque det(1 + i)y =
(1+14)2 det(L) = 2i € R.

D ¢ subespago: D C R? (defini¢ao de D) e (0,0,0) € D.

Se u = (uy,ug,uz),v = (v1,v,v3) € D, entdo uy — ug = 2ug, v; — Vg =
203, u+ v = (u + v1, us + v9, uz + v3). Porque (u; +v1) — (ug + vg) =
(up — ug) + (v1 — v2) = 2ug + 2v3 = 2(u3 + v3), temos u +v € D.

Se u = (uy,us, u3), € R, entdo uy — ug = 2us, au = (auy, aus, aus)
Porque auy — aug = a(u; — ug) = a(2u3) = 2(a,3), temos au € D.

Portanto, s6 c. é verdadeiro.

3. Sejam A, B e C' matrizes quadradas de ordem 4 sobre C tais que det A =
3,det B=—4edetC =2.

Entao, para todas as op¢oes possiveis de A, B e C', temos que:

O a)det(B+C)=-2 O c¢) det(A?B) = 12
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O b) det(—BC~!) = —2 O d) det(I, — A) = —2

Resolucgao: b.

a. ¢é errado: Se B = diag(—2,2,1,1) e C = diag(2,1,1,1), entdo
det(B + C) = det(diag(0, 3,2,2)) =0 # —2.

b. é verdadeiro:

det(—BC™') = (=1)*det(B) det(C) ' =1-(—4) - 1 = —2.

c. é errado: det(A%B) = det(A)?det(B) = 18 # 12.

d. éerrado: se A = diag(1,3,1,1), entdo det(I;—A) = det(diag(0, —2,0,0)) =

0+#£ —2.
1 2 1 1 2a
4. Seja A = 2 =1 1|, x=|z2| e b=|3a|,acR.
-3 4 -1 T3 —o
Entao:

[0 a) Para todo o € R o sistema Az = b ndo tem solugdo.

[0 b) Para todo a € R o sistema Az = b tem solugdo tnica.

O c¢) Para todo a € R o sistema Az = b tem infinitas solugoes.
O

d) O ntmero de solugoes do sistema Az = b depende do valor
de a.

Resolucgao: d.
d. é verdadeiro: [A[|b] é equivalente por linhas a

(detalhes omitidos).

Se a # 0, o sistema ndo tem solugdo (ultima linha). Se ao = 0 entao
b = 0341, pois o sistema é homogéneo e tem a solucdo x1 = 9 = 23 = 0
(como todo sistema homogéneo).

a.,b.,c. sao errados, porque contradizem d.

Nos grupos seguintes justifique todas as suas respostas apresentando os raciocinios

e os calculos que efetuou para as obter.
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II. (0.3 val.)

1 1 1 1

. 2 -1 1
Seja A = 1 5 _1 0
0O 4 0 O

Determine justificadamente

i) o espago nulo de A;
ii) uma base para o espago das colunas de A;

iii) uma base para o espaco das linhas de A;

Resolucao:

[A|0] é equivalente por linhas a

o O O
Nell S o
S NN O
O O
o O O O

(detalhes omitidos). Portanto,

i. o espaco nulo de A é

x T
{(—?4,0, —?4,354> T Xy € R} )

ii. uma base para o espaco das colunas de A é

1 1 1
2 -1 0
112 |-1
0 4 0

iii. uma base para o espaco das linhas de A é

([t 1 11,0 100,00 —21]).

(justifcagdes omitidas)
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IT1. (0.5 val.)

Considere o sistema

r+kz=1
—r+y==k (1)
—kr+2y+2z=1.

Para cada k € R determine as solugdes de (1).

1 0 x 1
Resolugao: Seja A= [—-1 1 y| e k|l.O
-k 2 z 1
sistema (1) corresponde a equacao A:c = b. [A|b] é equivalente por
linhas a
1 0
0 1 k k + 1

0 0 (k—12|—-k—1
(detalhes omitidos).
Se k = 1, o sistema ndo tem solugdo (tltima linha).

Se k # 1, entdo o sistema tem uma solugdao unica

_ —k-1
= -2

— E(=k—1) _ k341
Yy = k +1- (k—1)2 — (k—1)2°

_ (=k—Dk _ 2k2—k+1
r=1-"G7 = e

(detalhes omitidos)

IV. (0.6 val.)

Seja A € M, tal que a;; € {0,3} para cada i,i € {1,...,n}. Mostre
que det A é um inteiro divisivel por 3".

Resolugao: Seja w = (j1,...,Jn) € S, uma permutagao. Considere
@1j,Q2j, - Anj, . Este produto é 0, se um a;;, = 0. Casa contrario, a;;, = 3
para todo i € {1,...,n}, e o produto é 3".

Portanto, em

det A= > (=1)"Way;ay, - ay,

w:(j177]n)65n
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cada termo é um dos 0, 3", —3", e, pois, é divisivel por 3". Consequen-
tamente, det A é também divisivel por 3".

(abordagem alternativa: use o Teorema de Laplace e indugao)
V. (1.6 val.) No R? considere os operagoes
(a,b) ® (c,d) == (a+c—2,b+d+1)
para todos a,b,c,d € R e
r® (a,b) :=(ra—2r+2,rb+r—1)
para todos a,b,r € R. (-,+, — do lado direito estao as operagoes usuais
de multiplicagao, adigdo e subtragdo de ntimeros reais).

Mostre que R? com @ e ® ¢ um espaco vetorial real.

Resolugao: Claramente, (a,b) ® (c,d), r @ (a,b) € R? para todos
a,b,c,d,r € R (porque isto é 6bvio, ndo é necessario para uma so-
lugdo correta). Resta verificar (A1) a (A4) e (My) a (My). Sejam
a,b,c,d,e, f,r,s € R.

(A1): (a,b)@(e,d)=(a+c—2,b+d+1)=(ct+a—2,d+b+1)=
(c,d) ® (a,b)
(

A)): (e, 0)@ (e, d)® (e, f)=(a+c—2,b+d+1)B (e, f)
=(a+ct+e—4,b+d+f+2)=((a+(c+e—2)—=2),b+(d+ f+1)+1)
=(a,b) B (c+e—2,d+ f+1)=(a,b)® ((c,d) ® (e, [))

(A3): (a,0)® (2,-1)=(a—2+2,b—1+1) = (a,b),

e (2,-1) @ (a,b) = (a,b) (por cause de (A;)). Portanto, (2,—1) é o
vetor nulo.

(Ay): (a,0)®(4—a,—b—2)=(2,-1) e (4—a,—b—2)D(a,b) = (2,—1)
(por causa de (Al)). Portanto (4 — a,—b — 2) = —(a,b).

(My): 7@ ((a,0)® (c,d)) =r®(a+c—2,b+d+1)

((a—i—c— 2)—2r+2,r(b+d+1)+r—1)
(ra—=2r+2)4+(re=2r+2)—=2,(rb+r—1)+(rd4+r—1)+1)
= (ra—2r+2,rb+r—1)®(rc—2r+1,rd+r—1) = (r®(a,b))®(re(c, d))
(My): (r+s)@(a,b) = ((r+s)a—2(r+s)+2,(r+s)b+(r+s)—1)
=((ra=2r+2)+(sa—2s+2)—=2,(rb+r—1)+(sb+s—1)+1)
=(ra—2r+2,7b+7r—1)® (sa —2s+2,sb+s— 1)
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=(r®(a,b)) & (s® (a,b))

(M3): r® (s ® (a,b) =r® (sa —25s+2,sb+s—1)
r(sa—2s+2)—2r+2,r(sb+s—1)+r—1)
(rs)a —2(rs)+2,(rs)b+rs—1) = (rs) ® (a,b).
(My): 1®(a,b)=(la—24+2,1b—1+1) = (ab).

Portanto, R é um espaco vetorial real.

=
=

Fim
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