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- Resolucao e Critérios de Avaliagao -

Questoes de escolha multipla

1. (Exame e P-félio) De quantas maneiras se podem rearranjar as letras da palavra “RES-
TAURAR”?

L) ayor—31—2 [] c)%6

[ ] b) — [ ] d) nenhuma das opgdes anteriores

Resposta: ¢)

2. (Exame e P-f6lio) Seja X um conjunto finito tal que #X = n e a ¢ X. Temos que
#(X x ({a} UX)) éigual a

[ ] a) n’ [] c) n’+n
L) by g L] a)yom

Resposta: ¢)

3. (Exame) Sejam a e b nimeros inteiros positivos tais que a-b = 2°-3% e mdc(a, b) = 2%-3.
Temos que mmc(a, b) é igual a

L] a9t L] eyt
L] b) 23 [] d)2*-3

Resposta: a)

4. (Exame e P-félio') Dados a,b € Z, n € N\ {0}, a seguinte implicagao
Sea=b(modn) e b=1 (modn) entao —1 = —a (modn)

D a) é sempre falsa D c) é falsa apenas para n par

LQuestao 3 do P-félio.



D b) é falsa apenas para n primo D d) é sempre verdadeira

Resposta: d)

(Exame) Cada questao de escolha multipla tem a cotacao de 1 valor. Por cada questao
incorreta seré descontado % de valor. E considerada errada uma questao com mais de
uma resposta. A classificacao minima destas 4 questoes de escolha multipla é de 0
valores.

(P-félio) Cada questao de escolha multipla tem a cotagao de 1 valor. Por cada questao
incorreta sera descontado % de valor. E considerada errada uma questao com mais de
uma resposta. A classificacdo minima destas 3 questoes de escolha miltipla é de 0
valores.

RESPONDA AS QUESTOES SEGUINTES NA FOLHA DE PONTO

‘J ustifique todas as afirmacoes e apresente os calculos realizados para as obter.

5. O Joao tem 30 livros diferentes no seu quarto. Desses 30 livros, 14 sao de Fisica e 16
de Matematica. Sabendo que pretende doar 5 livros a uma Instituicao de Solidariedade,
em cada uma das seguintes situacoes indique quantas alternativas diferentes existem para o
conjunto de livros a doar.

5.1)

5.2)

5.3)

(Exame) Qualquer livro pode ser doado.

Resolucao: E preciso escolher 5 livros a doar de entre 30 livros possiveis. O nimero

1 e , !
de p0851b111dades é (350) __ 30! 30x29x28x27x26

T Bl 250 T 5X4X3X2
(Exame e P-félio?) Tem de doar exatamente dois livros de Matemadtica.

Resolucgao: Ha (126) maneiras diferentes de escolher 2 livros de Matematica de entre os
16 livros de Matematica que existem. Como a doacao é de 5 livros, sendo exatamente 2
de Matematica, os restantes 3 tém de ser de Fisica, havendo (151) maneiras diferentes de
escolher 3 livros de entre os 14 de Fisica que existem. Logo existem (126) (134) alternativas
diferentes para o cojunto de livros a doar.

(Exame e P-félio®) Nao pode doar mais do que um livro de Fisica.

Resolugao: Nao podendo doar mais do que um livro de Fisica, ou bem que doa
exatamente um livro de Fisica ou bem que nao doa nenhum livro de Fisica. No primeiro
caso, o de doar exatamente 1 livro de Fisica, existem (114) (146) alternativas diferentes
de o fazer, isto porque escolhe 1 livro de entre os 14 livros de Fisica e escolhe 4 livros
de entre os 16 de Matematica. No segundo caso, nao doando nenhum livro de Fisica,
doara 5 livros de Matematica, havendo (156) maneiras de o fazer, isto porque ha que
escolher 5 livros de entre os 16 de Matematica existentes. Assim ha (14) (16) + (16)

1/)\4 5
alternativas diferentes para o conjunto de livros a doar.

Cotacgoes: Questao 5.1 - 1.6 valores; questao 5.2 - 1.6 valores; questao 5.3 - 1.6 valores

2Questao 4.1 do P-félio
3Questdo 4.2 do P-félio



6. (Exame) Usando o algoritmo de Euclides, calcule mdc(300, 130).

Resolucgao: Temos que

300 = 130 x 2440
130 = 40x3+10
40 = 10x4+0

Logo, aplicando o algoritmo de Euclides sabemos que mdc(300, 130) = mdc(130,40) =
mdc(40, 10) = mdc(10,0) = 10. Concluimos assim que mdc(130,40) = 10.

Cotacao: 1.5 valores.

7. (Exame e P-félio*) Determine o coeficiente de z2y% no desenvolvimento de (2z — y)®.

Resolugao: Pelo Teorema Binomial sabemos que (22 —y)® = 35_, (}) (2z)k(—y)*F =
Soho (3)2Rak(—1)8FyPk Fixando k = 2 temos (5)2222(—1)%° = (§).4.2%°. Logo o
coeficiente pretendido é (3)4 =8 4= szﬂ = 112.

2! 6!

Cotagao: 1.5 valores (Exame e p-f6lio)

8. (Exame) Considere 10n3 —n, n € N\ {0}.

8.1)

8.2)

Prove, por inducao matematica, que

31100 —n, VneN\{0}

Resolugao: Provemos o resultado 3 | 10n®* —n,  Vn € N\ {0}, usando o principio
de indugao matematica.

Caso base: Provemos que o resultado é vélido para n = 1:

Como 10 x 13 —=1=10—-1=9 = 3 x 3 temos que 3|10 x 13 — 1. Logo o resultado é
valido para n = 1.

Passo de indugao: Provemos que, para todo o k € N\ {0}, se o resultado é vélido
para k entdo é vélido para k + 1. Tomemos k € N\ {0} arbitrdrio e suponhamos, por
hipétese de indugao, que o resultado ¢ vélido para k, i.e. supomos que 3|10k% — k.
Queremos provar que 3|10(k + 1)% — (k + 1).

Ora, 10(k+1)3—(k+1) = 10(k3+3k*+3k+1)— (k+1) = 10k*+30k*+30k+10—k—1 =
10k® + 30k* + 29k +9 = (10k® — k) + 3(10k* 4+ 10k + 3). Como por hipétese de indugao
3 divide a primeira parcela, i.e. 3|10k* —k e como 3 também divide a segunda parcela,

i.e. 3|3(10k*+ 10k +3) temos, por linearidade, que 3 divide a soma anterior e portanto
3[10(k +1)3 — (k + 1).

Logo, pelo principio de inducao matemdtica, provdmos que 3 | 10n®—n, Vn € N\{0}.

Prove que 10n3 — n é par se e somente se n é par.
Resolucao: Comecemos por provar a implicaciao “Se n é par entao 10n® — n é par”.

Tomemos n ntimero par. Logo existe m tal que n = 2m. E portanto, 10n® — n =
10(2m)3 — 2m = 2(10.2%2.m3 — m), provando-se assim que é niimero par.

Resta provar a implicacao “Se 10n® — n é par entdao n é par”.

4Exercicio 5 do P-félio



Suponhamos que 10n® — n é nimero par. Mas entdo temos que 2|10n® — n. Como 2|2
temos que 2|2.5n3, ou seja 2|10n?. Logo por linearidade temos que 2|10n3 —(10n®—n) =
n, ou seja n é nimero par.

Cotacgoes: Questao 8.1 - 2 valores; questao 8.2 - 1.2 valores

9. Considere a relagao de recorréncia dada pela férmula de recorréncia

Ty =8Tp_1 — 192,90, N >2

e pelas condigoes iniciais

9.1)

9.2)

9.3)

ZE():l e ZL’1:7.

(Exame e P-f6lio®) Indique o polindmio caracteristico da férmula de recorréncia acima
e calcule as suas raizes.

Resolugao: A relagdo de recorréncia tem como polinémio caracteristico p(

t) = t2
8t + 15. Calculando as raizes de p(t) pela férmula resolvente temos: p(t) = 0 < t =

8+v064—4x1x15 __ 842

51 - < t=5Vt=23. Asraizes do polinémio sao 3 e 5.

(Exame e P-f6lio®) Denotando por (a,) a sucessdo solucio da relacio de recorréncia
acima, determine o seu termo geral.

Resolucao: Pela alinea anterior sabemos que o termo geral tem a forma a,, = a3™ +
pg5". Como ag = 1 e a; =7, temos que a9 = a+ f =1 (ou seja « = 1 — ) e que
a; =3a+50="7 Logo7T=31-p)+50<T7=3-30+520=4< =2
Logoa=1—-2=—-1.

Assim, o termo geral é dado por: a, = —3" + 2.5™.

(Exame e P-félio”) Prove que para qualquer n € N se tem que a,, e 3 sao primos entre
si.

Resolugao: A fim de provarmos que a, e 3 sao primos entre si, provemos que
mdc(an,3) = 1. Como 3 é um nimero primo sabemos que mdc(ay,,3) sera igual a
1 ou igual a 3. Suponhamos, com vista a absurdo, que mdec(a,,3) = 3. Mas entao
3|an. Logo n # 0 pois ag = 1 e 3 nao divide 1. Como 3| —3"+2.5" e 3|3" (visto n > 1)
por linearidade sabemos que 3| — 3" +2.5" 4+ 3" = 2.5". Absurdo pois a fatorizacao em
poténcias de nimeros primos é tnica. Logo mdc(a,,3) = 1 qualquer que seja n € N,
provando-se assim que a,, € 3 sao primos entre si para todo n € N.

Cotacoes: Questao 9.1 - 1.6 valores Exame, 1.4 valores P-félio; questao 9.2 - 1.6 valores
Exame, 1.4 valores P-félio; questao 9.3 - 1.8 valores Exame, 1.5 valores P-félio.

SExercicio 6.1) do P-fdlio
SExercicio 6.2) do P-fdlio
"Exercicio 6.3) do P-félio



FORMULARIO

Lei de Pascal

n\ [(n-— 1 n n—1

k) k k—1
Revisao trinomial

n l _(n\(n— k

{ k) \k l—k
Formula da extracgao

n\ nfn-— 1

k) k\k-—1

Teorema binomial

zn: (Z) ahy" T = (o 4 y)"

k=0

Adicao paralela

Xn: <r—|—k‘> B (r+n—|—1>
k N n

k=0

Adigao do indice superior

i E\  (n+1

= \m S \m+1

Adicao alternada do indice inferior

() -cn())

k=0

Convolucao de Vandermonde

i r S _[(r+s
k)\n—k) n

k=0

FIM




