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‘ E)(ame I Instrucdes para a realizacdo de exame

Elementos de Analise Infinitesimal 2 | 21031

Data de Realizacao

2 de junho de 2022

Hora Limite de Entrega

13h00 de Portugal Continental

Tema

Todos os temas programaticos de Elementos de Andlise Infinitesimal 2
Trabalho a desenvolver

Resolugao dos seis grupos de exercicios constantes no enunciado.

Critérios de avaliacao e cotacao das perguntas

Para a avaliacao das respostas constituem critérios de primordial importancia,
além da dbvia correcao cientifica das respostas, a capacidade de escrever
clara, objetiva e corretamente, de estruturar logicamente as respostas e de
desenvolver e de apresentar os calculos e o raciocinio matematico corretos,
utilizando notac¢ao apropriada.

Justifique muito cuidadosamente todas as suas respostas, e apresente to-

dos os calculos que julgue necessarios para a compreensao do seu raciocinio.
Nao sera atribuida qualquer cotacao a uma resposta nao justificada.

1. A distribuicdo da cotacao total pelos seis grupos de questdes € a se-
guinte: Grupo I: 2+2 val.; Grupo IlI: 1 val.; Grupo lll: 2 val.; Grupo IV:
1+2+2+2 val.; Grupo V: 1+2 val. Grupo VI: 2+1 val.

2. Total: 20,0 valores
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Normas a respeitar

Deve redigir o exame na Folha de Resolucao disponibilizada e preencher to-
dos os dados do cabecalho.

Escreva sempre com letra legivel.

As suas respostas as questdes desta prova ndo devem ultrapassar 16 paginas
A4.

Depois de ter realizado o exame produza um documento em formato PDF e
nomeie o ficheiro com o seu nimero de estudante, seguido da identificacao
de Exame, segundo o exemplo apresentado: 000000exame.pdf

Deve carregar o referido ficheiro para a plataforma no dispositivo Exame até a
hora limite de entrega. Evite a entrega proximo da hora limite para se precaver
contra eventuais problemas.

O ficheiro a enviar ndo deve exceder 8 MB.
Votos de bom trabalho!

Fernando Pestana da Costa
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Enunciado

I. Considere a fungédo de Heaviside H, definida por

H() 0 sex <0
x:
1 sexz >0.

Seja I um intervalo limitado e fechado de R.

a) Prove, pela definicdo, que H é integravel a Riemann em .
b) Recorrendo a alinea anterior, determine o valor do integral [, H(x)dzx.

Il. Considere a porgao do plano R? definida por 2 = {(z,y) € [0,2]*: 2y < 1}.
Esboce (2 e utilizando os resultados apropriados do integral de Rie-
mann, que deve indicar explicitamente quais sao, calcule a sua area.

lll. Justificando cuidadosamente, determine a série de MacLaurin da fungéo
g(z) = (z + 1)e~* e esclarega qual & o seu intervalo de convergéncia
absoluta. Aproveite o resultado que obteve para determinar o valor da
derivada de ordem 17 de g na origem, ¢('7)(0).

IV. Considere a fungéo definida por h(z,y) = jzjr

D C R? no qual a expressao faga sentido.

2 . . .
'z sin(zy) no maior conjunto

a) Determine explicitamente D.

b) Justifique que € possivel prolongar » atodo o R? de modo que fungéo
prolongada, h, seja continua.

c) Verifiqgue que existem as derivadas parciais de hem qualquer ponto
de R2.

d) Investigue a diferenciabilidade de h e conclua que se trata de uma
fungéo diferenciavel em todo o Ri. Escreva a equacéao do plano
tangente ao grafico de h em (0,0, h(0)).

V. Considere o sistema de equacdes

(1)

y? +w? — 222 =0
24y -2 Fwd=0.

a) Prove que existe uma vizinhanga do ponto P = (1,—1,1,1) na qual
solugdes (z,y,z,w) de podem ser escritas com x e z como
fungdes de (y, w).

b) Sendo = = ¢;(y,w) e z = ¢a(y,w) as fungdes referidas na alinea
anterior, determine a matriz jacobiana de ¢ = (1, ) em (—1,1).
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VI. Seja a € R™ \ {0} um vetor dado e considere a fungédo f : R* — R
definida por f(x) = ¥(« - x), onde a - x denota o produto interno dos
vetores a e x, e ¢ : R — R é uma fungéo de classe C'.

a) Mostre que se 1 tiver um ponto de estacionaridade, entao f tem,
necessariamente, uma infinidade de pontos de estacionaridade.

b) Use o resultado da alinea anterior para estudar os extremos da fun-
¢ao definida em R? por f(x,y) = (y — x)?, comegando por identifi-
car o vetor o e a fungao .

FIM
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RESOLUGCAO

l.a)b) Seja I = [a,b] C Rj um intervalo limitado e fechado. Entdo, como H
é constante e igual a 1 em R, qualquer que seja a decomposicdo de I
em subintervalos [z, x;11] tem-se sempre

sup H(z)=1e inf  H(x)=1,
xe[mk,ka] xe[xk'vxk+1}
pelo que todas as somas superiores e inferiores de Darboux serdo iguais
e tem-se

Sp = Z Wzppr — ) = Z(Ik—i-l — Ty)

i X
=(r1—a)+(xa—z)+ ...+ (2 — 20 1)+ (b—2,) =b—aq,

e 0 mesmo para sp. Portanto, como este resultado é independente da
decomposicao, conclui-se que os integrais superior € inferior sdo iguais,
pelo que H € integravel em [ e, pelo valor obtido acima, o integral é
iguala b — a.

Exatamente o mesmo raciocinio é valido se I € R~, com a diferenca
que, agora, H é constante e igual a zero, pelo que, para qualquer inter-
valo de qualquer decomposigao de /, tem-se

Sp = Z 0(xp41 — x) =0,
!

e 0 mesmo é valido para sp. Como estes resultados sdo sempre 0s
mesmos qualquer que seja a decomposicao P de I, conclui-se que a
funcdo H é integravel em I e o seu integral € igual a zero.

Seja, finalmente, I = [a, b] com a < 0 < b. Considere-se uma decompo-
sigdo arbitrariade I, P = {a,z1,...,€1,€9,...,%,,0}, come; < 0 < e.
As somas de Darboux séao

Sp = Z( sup H(x)) (Tps1—2k) = 0+1x(e9—e1)+(b—e2) = b—ey
k

TE[Tk, Thy1]
e
5P = Z( e[inf ]H(x)>($k+1—$k) = 04+0x(e9—¢1)+(b—e3) = b—ey
Lk TE| T, Th+1

Portanto, como inf., .o(b — 1) = b e sup,,>¢(b — £2) = b, conclui-se que
a fungdo H também é integravel em [a,b] quando a < 0 < b e o seu
integral é igual a b.
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Il. O conjunto 2 é apresentado a tracejado na figura seguinte.

Tendo em atengéo que, sendo I = [a, b] um intervalo limitado e fechado,
a regiéo limitada pelo grafico de uma fungéo y = f(x), ndo negativa e
definida em I, pelas retas verticais x = a e z = b, e pela eixo horizontal,
tem uma area dada por f; f, e relembrando, também, que para qualquer

c €la, b, f:f = [ f+ fcbf, pode-se concluir, atendendo ao esbogo de
(2, que o valor da sua area €

2
A(Q):/O min{2, 1 }dx
1/2 2
:/ min{2,%}dw+/ min{2, 1} dz
0 1

/2
1/2 2

:/ de-l—/ %dx
0 1/2

1
:1—|—log2—log§ = 1+ 2log?2.

lll. Relembrando a definicdo da funcao exponencial, a saber:

onde a série é absolutamente convergente em todo o R e uniforme-
mente convergente em qualquer subconjunto limitado e fechado. Con-
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sequentemente, tomando u = —z? tem-se
g(x) = (z+1)e"

25

j!
_ io: (_1 j 2]—1—1
7=0 7=0
k=0
onde a;, é dado por
CHH2 képar (ie., k =2j lgum j =0, 1
w = ) T2 se k épar(i.e., k=2jparaalgum;j=0,1,...)
k - — k—=1)/2 s s . . .
—(((11)7(1)/;)/; , sekéimpar (i.e., k =25+ 1paraalgum;j=0,1,...)

Pode-se observarﬂ que a, pode ser escrito como

(—1)Lk/2)

k2
onde |m| é a parte inteira de m, i.e., 0 maior inteiro ndo superior a m,
vindo, assim,

IR

Pela definicao da série de MacLaurin, sabemos que a derivada de or-
dem 17 na origem, ¢('7)(0), relaciona-se com os coeficentes da série

, o 17)(0) 7 . . \_17/2] .
ell;raves de a7 = £, e portanto g7 (0) = a;; x 17! = W/QJ' 17! =

8

IV.a) Sendo (z,y) — xy um polinémio (portanto, definido em R?) e sendo
u +— sinu definida em R, tem-se que a fungéo composta esta definida
em R2. A funcgéo racional (z,y) — 2+ > esta definida para todos os
pontos que ndo anulam o denominador, i.e., para 22 +y* # 0 < (z,y) #
(0,0). Consequentemente, o seu produto esta também definido para
todos os pontos nessas condigdes, ou seja D = R? \ {(0,0)}.

"Mas tal ndo era necessario para a resolucéo integralmente correta do exercicio.
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IV.b) Atendendo a que

sinu| < 1, Vu, pode-se escrever

ot —y? |22 —y?|,  |sin(zy)
Z = Smi T —_—
o) = £ 2 sinto)| = 2+y|| e
2% 4y
< 5yl
2 4 y?

= lzyl = lzllyl = Va2 v/y?
< VE2+ 2V +a =at + oy
= [l (z, )

e portanto, para qualquer § > 0, basta escolher ¢ = v/§ para se con-

cluir que ||(z,y)|| < € = |h(z,y)| < 6, ou seja . 1)1H%oo h(z,y) = 0.
—

Consequentemente, o prolongamento hdeha origem, definido por

7 _ h(l’,y), se (:L‘,y) 7é (070)
hle.y) = {0, se (z,y) = (0,0),

é continua na origem. Como h é obtida pela composi¢éo e produto de
fungbes continuas, conclui-se que h € continua em R2.

IV.c) A diferenciabilidade de & em R2\ {(0,0)} advém do facto de h ser,
como se viu, o produto de uma fungao racional com a composta de um
seno com um polinémio, todas elas sdo fungdes diferenciaveis em R? \
{(0,0)}. Consequentemente, se (x,y) # (0,0) as derivadas parciais
de h existem e podem ser calculadas pelas regras usuais do calculo
diferencial. Para a origem (0, 0) tem-se

Oh () o) i M0 = FO.0) L Eesinge0) =0
ou 0 xr o—0 x
e
- N o
ah(o 0) = lim h(0,y) — h(0,0) _ . O sin(0 - y) — 0 »
83/ y—0 y o ; 7

pelo que se conclui o pretendido.

IV.d) A diferenciabilidade de 7 em R2\ {(0,0)} ja foi concluida no inicio da
alinea anterior. Sobre a sua diferenciabilidade em (0,0) podemos ob-
servar, atendendo as derivadas parciais calculadas na alinea anterior e
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aos calculos analogos feitos na alinea IV.b), que

Be.y) ~ B0.0) = VE0.0) - @) [i(e.y)

Iz, )l VAt

_ [ =y [sin(zy)| oyl
24y vyl 2?42
|zy|

S L R
a2+ y?
<va?+y?=|(z,y)|.

Consequentemente tem-se que o membro_esquerdo converge para 0
quando (z,y) — (0,0), o que significa que h é diferenciavel na origem.

Assim, a equacgéao do plano tangente ao grafico de hno ponto (0,0, ﬁ((), 0))
é
2= 1(0,0) + VA(0,0) - (z,y) = 0+ (0,0) - (w,y),

ou seja,

z=0, Y(z,y) € R%

V.a) Seja Fi(z,y,z,w) = y* +w? —2xz € Fy(x,y, z,w) := 23 + > — 23 +wd.
Sendo ambas fungdes polinomiais, F' = (Fy, F) é de classe C*(R?),
para qualquer £ € N. Como

F(,-1,1,1) = (Fi(1,-1,1,1), F5(1,-1,1,1)) = (0,0)

e
O(Fy, ) e S
det a— = det OFy OF»
(z,2) (1,—-1,1,1) ox 9z 11(1,-1,1,1)
— 2z —2x
= det |: 2 2:|
3z —3z (1,-1,1,1)
. 3 3 _
= (62° + 62 )‘(1,_1,1,1) =12#0,

conclui-se que o teorema da funcao implicita pode ser aplicado garantindo-
seque F(z,y, z,w) = (0,0) define implicitamente uma funcéo (de classe
C*) que permite escrever (z,z) como fungéo de (y,w), localmente em
torno de (y,w) = (—1,1)
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V.b) Pela alinea anterior e usando a notagéo do enunciado tem-se, para todos
s (y,w) numa vizinhanga suficientemente pequena de (—1, 1),

{yz +w? = 201(y, w)ea(y, w) =0 (2)

o1y, w)? +y* — oy, w)® + w’ = 0.

Derivando em ordem em y vem
2y — 2928 o) (y, w) — 21 (y, )—0‘02(3 2 =0
301 (y, )28%(1/ w) + 392 — 3pa(y, )26w2(y7w) —0.

9y

Substituindo (y,w) = (—1,1) e lembrando que ¢1(—1,1) = 1, pa(—1,1) =

1 tem-se
D1
—9_ 26<p1(y,w) N 26<p2(y,w) -0 a—(—Ll) = —1
dortya) ' o deaat) =3 o
o1(y,w) 9 2(y,w)
3=, —3-375,— =0 %(—1,1):0.
y

Derivando agora (2) em ordem a w tem-se

2w — 222180 ) (4 ) — 20 (y, w) 228 =
3¢1(y, )QW 302(y, )28@3‘5”)+3w — 0.

e substituindo (y1,y, @2, w) = (1,—1,1, 1) conclui-se que

¢
2_235016(1/,10) Qawgyw -0 8—15(—1,1) =0
w w :>
384918(5@) _ Sasoza(i W) +3=0. Dps
8w( 1,1) =1.

Conclui-se, portanto, que a matriz jacobiana de ¢ = (¢1, ¥2) em (—1,1)
é
-1 0
Dp(—1,1) = { 0 1] :

Vl.a) Sendo v de classe C'!, também f o é, por ser a composta de ) com a
funcéo linear (e portanto polinomial, e portanto C!) x — « - x. Conse-
quentemente, para qualquer j = 1,...,n,

- (ax) = ¥'(eex) -

, 9
= /(arx) o

8_a:j (rz1+. . Aanz,) = a¢ (e-x),
e portanto V f(x) = (e - x)ax.
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VLb)

Seja agora § € R um ponto de estacionaridade de v, ou seja ¢'(3) = 0.
Como « € um vetor nao nulo existe sempre um vetor x tal queﬂa-x = 0.
Mas entdo, se u for qualquer vetor ortogonal a «, tem-se

a (x+u)=a-x+a-u=p+0=70,

e, consequentemente, ¥’ (- (x+u)) = ¢'(5) = 0. Portanto V f (x+u) =
0 e conclui-se que f tem uma infinidade de pontos de descontinuidad

Sendo f(z,y) = (y — z)? pode-se escrever f(x,y) = ¥((—1,1)-(z,y)),
com ¢ (u) = u®. Estamos, portanto, na situagdo do enunciado com o =
(—1,1) # 0. Como sabemos que ) tem um Unico minimo, que se situa
no ponto v = 0, € é ndo limitada superiormente em R, o resultado da
alinea anterior permite-nos concluir que f é uma funcao nao limitada
superiormente em R? e que tem uma linha de minimos com equag&o
(—=1,1)-(z,y) = 0 & y = z, onde a fungdo tem o valor f(z,y) = 0. Pela
relagdo V f(x) = ¢/(a - x)x obtida na alinea anterior, a ndo existéncia
de outros pontos de estacionaridade de )(u) = u? para além de v = 0
implica que f também n&o tem mais extremos para além dos pontos ja
indicados.

2A construgdo possivelmente mais simples é a seguinte: como o # 0, existe pelo menos
uma coordenada nao nula, digamos a,, # 0. Entdo, o vetor x = (z;) com z,,, = /am €
z; = 0 quando j # m satisfaz o pretendido.

3Relembre-se que, dado um vetor ndo-nulo de R”, o conjunto de vetores que lhe séo
ortogonais constitui um subespago vetorial de R™ com dimensédo n — 1.
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