ALGEBRA LINEAR I | 21002 | e-félio B

Proposta de resolucao
Esta resolugao destina-se a verificar a corre¢ao do e-félio. Nao se destina a
estudo ou revisao (em vez disso, use as resolugoes das atividades formativas).
Para enfatizar os pontos importantes, estas resolugoes omitirdo detalhes
que sao principalmente algoritmicos, como célculos. Qualquer auséncia de
detalhes nao implica que tal omissao seja aceitavel nos e-félios.

I. Questoes de escolha multipla.

Em cada questdao de escolha miltipla apenas uma das afirmagoes a), b), ¢), d) é
verdadeira. Indique-a marcando x no quadrado respectivo.

¢ Deve justificar a afirmacao que escolheu como sendo a verdadeira.

e Deve também justificar porque é que as outras afirmacoes estao erradas.

1. Seja A uma matriz triangular 4 x 4, e p(A) = (3= A)?*(A+1)(A—1) o
seu polinémio caracteristico.

Considere as seguintes afirmacoes:

i) tr A =6.
ii) det A =9.
iii) A tem subespagos proprios de dimensao 1.
iv) A tem subespagos préprios de dimensao 2.
Entao a lista completa de afirmagoes verdadeiras, para tudo A satisfa-
zendo as condic¢oes do exercicio, é:

[] a) ii) eiii). [] c©)i)eiii).
[] b)i),iii) e iv). [ d)ii), iii) e iv).

Resolugao: Os valores proprios de A sao os raizes de p: A; = 3 (com
multiplicidade algébrica 2), Ay = —1 (com multiplicidade algébrica 1) e
A3 = 1 (com multiplicidade algébrica 1). Pois A é uma matriz triangu-

lar, o diagonal de A contem os valores propios (com seus mutliplicades
algébricas): 3 (duas vezes), —1 e 1.

Portanto trA =3+ 3+ (—1) + 1 =6, e i.) é verdadeiro.
Além disso, det A=3-3-(—1)-1 = -9, eii.) ¢é falso.

Pois 1 tem multiplicidade algébrica 1, tem multiplicidade geométrica
1. Portanto, F; tem dimensao 1 e iii. é verdadeiro.

31 0 0
. 03 0 0 . ‘s .
Considere A = 00 —1 ol com polinémio carateristico p. Entao
00 0 1

E3; ={(1,0,0,0)), E_1 ={(0,0,1,0)) e Ey =<{(0,0,0,1)), e iv. é falso.
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Portanto c) é verdadeiro e a.,b.,d. sao falso.

. Seja f: R® — My,»(R) definida por f((z,y,2)) = lj:; Y 6 Z] :

f é uma aplicacao linear, que pode assumir sem justificagao.

Entéio:
[ a) Nucf = {(0,0,0)}.
] b)Nucleg 8]

[ c) Im f tem dimensdo 2.
[ d) Tm f = Nuc /.

Resolugao:

a) e b) sdo falsos, porque f((1,1,1) = Ox2, que é o elemento neutro
de Msyo(R). Portanto (1,1,1) € Nuc f, em contréario de a) e b)

c) é verdadeiro: f(0,1,0) = [8 é] e f(1,0,0) = [_11 8] Estes

matrices sdo independentes (detalhes omitidas).
Portanto dim Im f > 2.

Mas (1,1,1) € Nuc f. Pois dimNuc f > 1, e dimIm f = dimR3 —
dimNuc f <3-1=2.

Portanto dim Im f = 2
d) é falso, porque (1,1,1) € Nucf, mas Imf < Ms,2(R) e (1,1,1) ¢
. Seja g : R* — R3 uma aplicacdo linear.

Entao, para tudo g satisfazendo as condi¢ées do exercicio:

[] a) —g(1,1,1,1) = (—1,—1,-1).

[] b) —g(1,2,3,4) =¢(1,1,1,1) — g(0, 1,2, 3).
[] ¢)g(0,0,0,1) =(0,0,0).

[] d) —¢(2,0,2,0) =2g(—1,0,—1,0).

Pagina 2 de 7



Resolugao:

S
~—
—~
=

[a=]

2z 0,0), entdo g : R* — R3 é uma aplicagao
,1,1) = (0,0,0) # (—1,-1,-1)

= ,2), entdao g : R* — R3 é uma aplicacio
727 74 = = 7_27_3) 7 (1707_1) :g(la]-a]-?l>_

a) é falso: Se g(
linear, mas —g(1,

B3
— =

b) é falso: Se g(z,
linear, mas —g(
9(0,1,2,3)

c) é falso: Se g(x,y,z,w) = (y, z,w), entdo g : R* - R3 é uma aplica-
¢ao linear, mas ¢(0,0,0,1) = (0,0,1) # (0,0,0)

d) é verdedeiro: Temos

jk‘
8
— —r
|
B
— <

(a primeira igualidade é verdadeiro em cada espago vetorial; a segunda
é verdadeiro porque g é uma aplicagdo linear)

Além disso, 2¢g(—1,0,—1,0) = g(2(—1),2:0,2(-1),2-0) = g(—2,0,—2,0),
porque g é uma aplicacao linear.

Portanto, d) é verdadeiro.

. a 1
.SeJaAa—ll a],aeR.
Entéao:

[ ] a) Se a # 0 entao A, nao tem valores préprios.
[ ] b) A, tem 2 valores préprios distintos Vo € R.
[ ] ¢) Se a =0 entdo Ay nao tem 2 valores proprios distintos.
[ ] d) Existem valores de a para os quais os valores proprios de A,
sao —3 e 9.
Resolugao:

a.) ¢ falso. Se o =1 # 0, entao

b=l =l -2 L)

Portanto 2 é um valor proprio de Aj;.

b) é verdadeiro: O polinémio caracteristico de A, é (a — \)? —
Portanto, A\ é um valor préprio de A, se e sé se

(a=A?’—-1=0=(a-N?=1=(a—A) =+l
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s - A=—atles(A=a+lour=a—-1)

b) é verdadeiro, porque @« — 1 # a + 1 Ya € R.
c) é falso, porque contradiz b).

d) é falso. Os valores proprios de A, sdo A\; = a+1¢é Ay = a—1 (alinha

b.). Temos [A\; — As| = [Aa — \| = 2, mas |5 — (=3)| = |(—3) — 5| =8.

Nos grupos seguintes justifique todas as suas respostas apresentando os raciocinios
e os calculos que efetuou para as obter.

IT. Seja T : R3[z] — Ry[z] a aplicagdo definida por
T(p)(z) = p'(3z + 1), Vp € Ry|2],
ondo p’ é a derivada de p. Por exemplo, se p(z) = 223 + 4x, entao
T(p)(z) =2-3(32 + 1)* + 4 = 542 + 362 + 10.
Sejam
B= (2% 2*+2° 2° +2° +x,2° + 2* + 2 + 1)
uma base de R3[z], e B = (1, 1 + 2, 1 + 2z + 2?) uma base de Ry[z].

i) Mostre que T' é uma aplicagao linear.
Resolugao: Sejam p, ¢ € Rs[z], entdo
Tlp+a)(z) =+ Bz+1) = +¢)Bz+1)
=Bz + 1) +dBz+1) =T(p)(z) + T(q)(2)-
Sejam p € R3[z], a € R, entao
T(ap)(z) = (ap)'(32+1) = (ap)(3z+1) = ap/(3z+1) = (aT'(p))(2).
Portanto T' é uma aplicacao linear.

ii) Determine justificadamente Nuc 7" e Im7T".
Resolugao: O elemento neutro de Ry[z] é o polinénio zero py.
Temos po(2) = 0 = po(32+1) ese p € Ro[z]\{po}, entdo p(3z+1) #
po. Portanto T'(p)(z) = p'(3z + 1) = po(z) se é s6 se p' = pg se e
sO se p € um polinémio constante.
Portanto, NucT = {p € R3[z] : p = a para algum a € R}.
NucT = {p;), ondo p; é o polinénio constante com imagem {1}.
Pois Nuc T tem dimensao 1, e a dimensao de Im7 e

dim(Rs[z]) — dim(Nuc7T) =4 -1 = 3.
Portanto, NucT = Ry[z].
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iii) Determine justificadamente A = M(T'; B, B’).
Resolucgao: Para tudo e; € B, precisamos calcular os coeficientes
de T'(e;) na base B'. Temos

T(2*)(2) =3(32+1)* =272 + 182 +3 =27(2* + 2+ 1) — 92 — 24

= 27(14+2+2%)—9(1+2)—15 = —15(1)+(—9)(1+2)+27(1+2+2?)

T(x*+2%)(2) = 3(32+1)2+2(32+1) = 27(1+2+2%)—9(1+2)—15(1)+6(1+2)—4(1)
)
)

=27(14+2+2%)=3(1+2)—19 = —19(1)+(=3)(1+2)+27(1+2+2?)
(2) =332+ 1) +2(3z+1)+1
= 27(1+2+2%)=3(1+2)—19(1)+1(1) = —18(1)+(=3)(1+2)+27(1+z+2%)
T +2* +2+1)(2) =382+ 1> +2(32+1)+1
= —18(1) + (=3)(1 + 2) + 27(1 + z + 2?)
Portanto,
~15 —19 —18 —18

A=M(T;B,B)=|-9 -3 -3 -3
27 27 27 27

iv) Considere B” = (z — 1,2% + 2 — 1, 22 + 1) uma base de Ry[z].
Determine justificadamente a matriz de mudanca de base () €
Ms.3(R) tal que M(T; B, B") = QA.

Resolugao: Para tudo e; € B, precisamos calcular os coeficientes
de e; na base B”. Temos

=)z + (D2 +z-1)+(1)(*+1)
I+z=3)z-1D+(-2)(Z+2z-1)+(2)(z*+1)
l+24+22=2)z-1D)+(-DE*+2-1)+ (2)(z* + 1)

Portanto,
1 3 2
RQ=1-1 -2 -1
1 2 2
30 00
. 2 011
II1. Seja C = 1101
0110
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i) Determine justificadamente os valores préprios da matriz C'.

Resolucao: O polinémio caracteristico de C' é

3—XA 0 0 0

det| 2 07A 1 L =(B3=Ndet| 1 0-Xx 1

1
0 1 1 0—A

= (B=N (AP +14+1—=(=N) = (=A) = (=) = B=N)(=\*+3)1+2)
=B-N(1-NN=-2A+2)=B-N1-NDA+1DA-2)
Portanto, os valores préprios de C' sao —1, 2, 3.

ii) Determine justificadamente o espago préprio associado a cada um
dos valores préprios da matriz C.

Resolugao:F_; é o espaco nulo de C' — (—1)I,

3—(-1) 0 0 0 4000

B 20— (-1) 1 1 2111
- 1 1 0—(-1) 1 1111
0 1 1 0—(—1) 0111

Este matrix é equivalente por linhas de

1 000
0111
0000
0000

(detalhes omitidas)
Portanto £_; = {(0, —z—w, z,w) : z,w € R} = {(0,-1,1,0),(0,—1,0,1)).
E5 é o espaco nulo de C' — 214

3-2 0 0 0 1 0 0 0
2 0-2 1 1| 2 2 1 1
1 1 0-2 1 [ |1 1 -2 1

0 1 1 0-2 0 1 1 -2

Este matrix é equivalente por linhas de

10 0 0
01 1 =2
00 -3 3
00 0 O
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(detalhes omitidas)
Portanto Ey = {(0,w,w,w) : we R} = {(0,1,1,1)).
E3 é o espaco nulo de C' — 314

3-3 0 0 0 00 0 0
| 2 0-3 1 1| |2 =3 1 1
|1 1 0-3 1 | |1 1 =3 1

0 1 1 0-3 01 1 -3

Este matrix é equivalente por linhas de

11 -3 1
01 1 -3
0 0 12 -16
00 0 0

(detalhes omitidas)

Portanto B3 = {(3w, 2w, 3w, w) : w € R} = ((4,5,4,3)).

iii) Determine justificadamente a multiplicidade algébrica e a a mul-
tiplicidade geométrica de cada valor proprio da matriz C'.

Resolugao:Usando linhas i) e ii), temos ma(-1)=mg(-1)=2, ma(2)=mg(2)=1,
ma(3)=mg(3)=1.

Fim
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