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‘ E'f6|i° B I Folha de resolucédo para E-fdlio

UNIDADE CURRICULAR: Matemética Finita
CODIGO: 21082
DOCENTES: Gilda Ferreira e Ana Nunes
Resolucao e Critérios de Correcao
1. Sejam a, b € Z tais que mdc(a,b) = 12. Relativamente a equagéao
axr +by —347=0
podemos afirmar que: (Escolha a opg¢ao correta)

a
b
c
d

Admite mais do que duas solugdes inteirasem z e y.
Admite exatamente duas solugdes inteiras em z e .
Admite exatamente uma solugéo inteira em x e y.

~— ~— ~— ~—

N&o admite solugéo inteiraem z e .

Resolucao: Como a,b,347 € Z, pelo Corolario 1.8 do Texto “Divisibili-
dade” sabemos que a equacgao ax + by — 347 = 0 admite solucéo inteira
em z e y se, e somente se, mdc(a,b) | 347. Como mdc(a,b) = 12 1 347
(347 é numero primo), concluimos que a equagao dada nao admite so-
lugado inteira em = e y. Logo a opgao correta € a d).

2. Seja k € N tal que 5% | 800! e 5! 4 800!. Temos que:
(Escolha a opcgéao correta)

a) k=198
b) k=199
c) k=200
d) Nenhuma das op¢des anteriores

Resolucao: Sendo 5 um numero primo, pela Proposicao Fatores do
Fatorial sabemos que a maior poténcia de 5 que divide 800! é 5* com

800 800 800 800
k=l—l+lml+lml+ 5]

Logo k =160+ 32+ 6+ 1 = 199.
Opcéao b).
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3. Considere as seguintes afirmacoes:

i) 5 é inverso multiplicativo de 72 (mod 7).

i) Se 7a =7b (mod 12) e b= ¢ (mod12) entdo
a’*—b=c*—c(mod12), coma,b,c € Z.

Relativamente as afirmacgbes acima temos que:
(Escolha a opgéao correta)

a) Ambas as afirmacdes sdo verdadeiras.

b) A afirmacéo i) é verdadeira e a afirmacao ii) é falsa.

c) A afirmacao i) é falsa e a afirmacéao ii) é verdadeira.
)

d) Ambas as afirmacdes sao falsas.

Resolugao: Como mdc(72,7) = 1 temos que 72 é invertivel médulo 7.
Contudo, 72 - 5 = 360 # 1 (mod 7). Logo 5 ndo é inverso multiplicativo
de 72 modulo 7 e portanto a afirmacgéo i) é falsa. [O que se tem é
72-4 =288 = 1 (mod 7), ou seja, 4 é inverso multipicativo de 72 médulo
7].

De 7a = 7b (mod 12), e visto mdc(7,12) = 1, temos por cancelamento
que a = b (mod 12). Desta Ultima congruéncia, e como por hipétese te-
mos que b = ¢ (mod 12), resulta por transitividade que a = ¢ (mod 12).
Desta ultima conguéncia, por compatibilidade com o produto temos que
a® = ¢ (mod 12). Desta ultima congruéncia, usando uma vez mais a
hipétese b = ¢ (mod 12), concluimos, por compatibilidade com a dife-
renga, que a* — b = ¢ — ¢ (mod 12). A afirmagao ii) é verdadeira.

Logo, a opgao correta é a opgao c).
4. Prove que, para qualquer n € N, se tem que 24n3+5 e 18n3 +4 sdo primos
entre si.

Resolucédo: Seja m € Z um divisor positivo comum de 24n®+5 e 18n3+
4,i.e., m|24n>® + 5 e m|18n3 + 4. Entdo m| — 3(24n> + 5) + 4(18n> + 4).
Logo m| — 72n% — 15 + 72n® + 16, i.e., m|1. Sendo m divisor positivo,
concluimos que m = 1.

Provamos desta forma que mdc(24n® + 5,18n® + 4) = 1 e portanto
24n3 + 5 e 18n3 + 4 sdo primos entre si.

Cotacao: 0,5 valores.
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5.

(@) Recorrendo ao algoritmo de Euclides determine mdc(1818, 305).

Resolugao: Calculemos o maximo divisor comum pedido, usando
o algoritmo de Euclides. Temos que

1818 = 305 x5+ 293
306 = 293 x1+4+12
203 = 12x24+5
12 = 5x2+2
5) = 2x24+1
2 = 1x2+0

Sabemos que mdc(1818,303) = mdc(305,293) = mdc(293,12) =
mdc(12,5) = mde(5,2) = mdce(2,1) = 1.
Encontre uma solugéo inteira da equagéo 1818x + 305y = 1.

Resolucao: Partindo da resolugdo na alinea a), isolemos os res-
tos:

293 = 1818 —305 x5
12 = 305—-293x1
5 = 293—-12x 24
2 = 12—-5x 2
1 = 5—2x2

A Ultima expressao permite expressar 1 como combinacao linear
de 5 e 2. Fagamos sucessivas substituicées, segundo as igualda-
des acima:

1=5—-(12-5%x2)x2&1=5x5—-12x%x2
1=(293—-12x24)5-12x2<1=293 x5—12 x 122

1 =293 x5—(305—293) x 122 < 1 =293 x 127 — 305 x 122
1= (1818 =305 % 5)127—305 x 122 < 1 = 1818 x 127 — 305 x 757
Logo (127, —757) é uma solugéo inteira da equagao dada.
Cotacdes: 5(a): 0,3 valores; 5(b): 0,7 valores.

Indique, justificando, o numero de divisores positivos de 52920 que
nao séo multiplos de 2.

Resolucao:

Fatorizando 52920 em nGmeros primos temos 52920 = 23 x 33 x
5 x 72. Logo um numero natural € um divisor positivo de 52920 se,
e somente se, for da forma

29%x 3P x57x7% coma € {0,1,2,3},83 € {0,1,2,3},7 € {0,1},0 €
{0,1,2}.

Como pretendemos contar os divisores positivos de 52920 que nao
sdo multiplos de 2, temos de excluir as poténcias de 2, ou seja, 0s
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divisores pretendidos s&o da forma 2° x 3% x 57 x 7% com §3,~, 6
como acima.

Existem portanto
#{0} x #{0,1,2,3} x #{0,1} x #{0,1,2} =1 x4 x2x 3 =24

divisores nas condigdes pretendidas.

Resolucéo alternativa:

Fatorizando 52920 em niimeros primos temos 52920 = 23 x 3% x
5 x 7%. Logo um nimero natural € um divisor positivo de 52920 se,
e somente se, for da forma

2°x 3P x5 x 7%, coma € {0,1,2,3},5 €{0,1,2,3},y € {0,1},0 €
{0,1,2}.

Assim existem

#{0,1,2,3}x#{0,1,2, 3} x#{0, 1} x#{0,1,2} = 4x4x2x3 = 96

divisores positivos de 52920.

A este numero devemos subtrair o nUmero de divisores positivos
que sao multiplos de 2, ou seja, aqueles cujo expoente em 2 é 1, 2
ou 3. Existem

#01,2,3} x #{0,1,2,3} x #{0, 1} x #{0,1,2} = 3x4x2x3 = 72

divisores nestas condicoes.

Concluimos, assim, que o numero de divisores nas condigdes pre-

tendidas, i.e., divisores positivos que ndo sao multiplos de 2 séo:

96 — 72 = 24.

Cotacao: 0,5 valores.

7. Sejaa € N\ {0} etomemos n = a®'9? + 1 e m = a"%% + 1.
a) Estude -~ quanto a irredutibilidad

Resolugédo: Temos mdc(n, m) = mdc(a®'%? + 1,a'%% + 1) =
mde(a®’ 4+ 1,a2" +1).
Pelo Exemplo 1.6 do texto de apoio “Divisibilidade” sabemos
que

913 912 1 seaépar
1 1) = o
mde(a™ +1,a7 +1) { 2 sea e impar
Logo a fragao dada é irredutivel se a for par e é redutivel se a
for impar.

'Sugestéo: Note que ou a é par ou a é impar.
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b) Determine o mmc(n, m) em fungéo de a.
Resolucao: Sabemos que

mde(n,m) - mme(n,m) =n-m

e, portanto,

n-m
mmc(n,m) = W

Assim, se a € par, temos mmc(n,m) = (a®'%? + 1)(a'"% + 1).

L 8192 4096
Se a é impar, temos mme(n, m) = C—ACTHD),

Cotacao: 7(a): 0,3 valores; 7(b): 0,3 valores.

8. Mostre que n ser primo é condicdo necessaria mas nao suficiente
para 2" — 1 ser primoP]
Resolucao: Comecemos por provar que “n ser primo” é condicao
necessaria para “2" — 1 ser primo”, isto €, 2" — 1 primo =- n primo.
Suponhamos com vista a absurdo que 2" — 1 € primo mas n nao
€ primo. Como n ndo é primo existem naturais r, s > 1 tais que
n = rs. Note que sendo 2" — 1 primo se tem que n > 1. Mas entao
" — 1 =2 —1= (2 —1)3,2" Como r > 1 temos que
2" —1>1ecomos > 1temos que s —1 > 0, logo 25;32”' =
20497 . 4+276=1) > 1. Absurdo pois 2" — 1 é primo. Provamos
assim que se 2" — 1 € primo entao n é primo.
Para mostrarmos que n ser primo ndo € condicao suficiente para
2™ — 1 ser primo, isto é n primo % 2" — 1 primo, basta apresen-
tarmos um contraexemplo em que n seja primo e 2" — 1 ndo seja
primo. Sejan = 11. Temos que n é primo mas 2" — 1 =21 — 1 =
2047 = 23 x 89 nao é primo.
Cotacao: 0,5 valores (ser condicao necessaria 0,25; nao ser con-
digao suficiente 0,25).

FIM

2Sugestao: Na prova de “condigdo necessaria” pode recorrer a igualdade
27 —1=(2"-1) Zf;ol 2", r,s € N\ {0}. Para mostrar que “ndo é condigao suficiente”
basta apresentar um contraexemplo.
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