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Breve resolucao

Grupo I.

1.

2.

3.

4.

d)
c)
c)

d)

Grupo Il. A afirmacao é verdadeira.

Sejam A uma matriz quadrada de ordem n, e A€ R tal que A #0 e A nao é valor préprio de A.
Entdo as matrizes A— A1, e A1, sdo invertiveis, e tem-se

Grupo Ill.

iii)

A=(A-AL,) + (ALy).

i) Para verificar que F é um subespaco do espaco das matrizes de ordem 3, é ne-
cessario ver que F satisfaz as 4 propriedades do Critério de Subespaco Vetorial. A pri-
meira propriedade é imediata; a matriz nula é hemi-simétrica; usando as propriedades
da transposta (A+B)T = AT + BT e (kA)T = k(AT) logo, se A e B sdo hemi-simétricas,
—~(A+B) T =—(AT+BT) = (—AT)+ (-BT)=A+Be — (kAT = —k(AT) = k(-AT) = kA.

Para calcular a dimensado de F vamos comecar por caracterizar as matrizes hemi-simétricas.
Sendo A = (a;j), tem-se a;j = —(aj;), e portanto para i = j tem-se a;; =0, e para os res-
tantes elementos de A obtemos a1 = —aj2, a1 = —ai13 € asx = —ays. Assim,

0 ain ais 010 0 01 0
A=|-ay 0 as|=a;2|-1 0 O|+as 0 0 O]+ayxs|0
—aiz —az3 0 0 0 0 -1 0 0 0

- O O
o = O

= a12A1 + 6113A2 + aggAg.

Por construcao, as matrizes A;, (i =1,2,3) geram F e portanto temos que dim F < 3. Para
ver que a dimensdo de F é igual a 3, basta ver que as 3 matrizes A; A, e A3 sdo linear-
mente independentes. Facilmente se vé que a Unica combinacao linear nula é aquela que
se obtém com os coeficientes todos nulos @ A; + fA2+YA3 =0 = a ==y =0.Assim as
matrizes A;, (i = 1,2,3) sdo linearmente independentes e geram F, logo F tem dimensao
3.

Pelo que vimos na alinea anterior (A;, A», A3) € uma sequéncia geradora de F composta
por vetores linearmente independentes, logo é uma base de F.

Para obter a matriz B que representa T em relacdo a base anterior e a base candnica
de R3 é necessario calcular T(A;),({i=1,2,3). Tem-se T(A;) = (1,0,0),T(Az) = (1,1,0) e

1 10
T(A3) =(0,1,1) e portanto a matriz que representa Té B=|0 1 1]{.
0 01
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V)

Vi)

vii)

Grupo IV.

ii)

iii)

iv)

Grupo V.

i)

E imediato ver que detB =1 # 0 e portanto T é invertivel, e como tal é injetiva, tendo-se
Nuc T =0, onde 0 é a matriz nula. Também podiamos resolver a equacao T(A) = (0,0,0)
e obter imediatamente a;» = a3 = a»3 =0, e portanto A=0.

Uma aplicacao linear transforma geradores de F em geradores de Im T, proposicao 5.16
(52 edicdo). J& vimos que a matriz B tem determinante diferente de 0, e portanto carac-
teristica igual a 3. Como as colunas da matriz B sdo exatamente os geradores de Im T,
concluimos que Im T tem dimens&o 3, e portanto Im T =R3. Logo, T é sobrejetiva.

Pelo que vimos anteriormente 3 =0+ 3, ou seja T satisfaz o teorema da Dimensao.

i) Calculando a imagem dos vetores da base candnica de R3, obtemos

f(I’O)O) = (0) 1) 1)) f(O) 1)0) = (1) 1)2) e f(O)OJ 1) = (_lvO)_l))

01 -1
eportanto A=1|1 1 0].
1 2 -1

Uma vez que temos 3 vetores num espaco de dimensao 3, basta ver que sao linearmente
independentes. Colocando os 3 vetores num matriz facilmente se vé que a matriz tem
caracteristica 3 e portanto os 3 vetores sao linearmente independentes.

Para calcular a matriz de mudanca de base vamos de escrever os vetores da 12 base a
custa dos vetores da 22 base, ou seja

(1,0,0) = al(ll_l)_l) + aZ(O) 1) 1) + 03(0,0, 1) = l(ly_ly _1) + 1(0) 1) 1) +0(0y0) 1)7
(0) 1)0) = bl(ly_ly_l) + bZ(O) 1) 1) + bg(o)oy 1) = 0(1)_1)_1) + 1(0) 1) 1) - 1(0)0) ]-))
(070) 1) = Cl(]-)_]-)_]-) + CZ(O) 1! 1) + 63(0)0, ]-) = 0(1y_]-;_1) +0(0) 1) 1) + 1(0’0) 1))

1 00
e portanto M, cps gy =1 1 0
0 -1 1

O polinémio caracteristico de A é p(1) = —A3 + A, e portanto os valores préprios de A sdo
/11:—1,7L2:0e/13:1.

Os espacos préprios associados aos valores préprios —1,0 e 1, respetivamente sdo gera-
dos por v =(2,-1,1), v, =(-1,1,1) e v3=(0,1,1).
i) Seja A um valor préprio nao nulo de AB, e u um valor préprio associado a A. Entdo

ABu=Au = BABu=B(Au) = A(Bu) = BA(Bu) = A(Bu),

e portanto A é valor préprio de BA com valor préprio associado Bu, pois Bu # 0 (porqué?).
De modo anéalogo, se A for um valor préprio ndo nulo de BA entdo também é um valor
préprio AB.

Suponhamos que C nao é invertivel. Entdao A =0 é um valor préprio de C, ou seja detC = 0.
Mas como detC = det AB = det AdetB = detBdet A = detBA = detD, também D nao é
invertivel. Trocando os papéis de C e de D concluimos que C nao é invertivel se e sé
se D nao é invertivel. Mas isso é equivalente a dizer que C é invertivel se e sé se D é
invertivel.

FIM
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