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I. Questoes de escolha multipla.

Em cada questdo de escolha miltipla apenas uma das afirmagoes a), b), ¢), d) é
verdadeira. Indique-a marcando x no quadrado respectivo. Caso pretenda anular
alguma resposta, escreva “Anulado” junto a essa resposta e indique, se for caso disso,

a que pretende que seja considerada.

Questao 1

Considere as matrizes A = B] e My (R) e B = [3 4] € Mi«2(R). Entao:

[ ] a) AB é invertivel.

b) BA é invertivel.
[] ¢) AB=[3i].
[] d) BA=]9].

Questao 2
Considere os subespacos de R?
F={(x,y)eR*: y=xa}eG={1,0);(1,-1)).

Considere as afirmagoes seguintes:

1. dim F' = 2.

2. dim F = 1.

3. dim G = 2.
Entao:

a) Nenhuma das afirmagoes é verdadeira.
b) Apenas uma das afirmacoes é verdadeira.

c) Apenas duas das afirmagoes sdao verdadeiras.
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d) Todas as afirmacoes sao verdadeiras.
Questao 3

Sejam (u,v,w) vetores linearmente independentes de R3, e A € M3,3(R) tal que
Au =0, Av =v, Aw = w. Entao:

[ ] a) 1 ndao é valor préprio de A. [] c¢) A é invertivel..
b) A é diagonalizavel. [] d)detA=3.



Questao 4

Considere as matrizes A, B € M3,3(R), definidas por

A= e B =
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Suponha que det A = 3, e considere as afirmagoes:

1. det(A + B) = 12.

2. det(AT + B) = 3.

3. det(A — QB) 3.
(3471) =

[[] a) Apenas uma das afirmagoes é verdadeira.

[ ] b) Apenas duas das afirmagoes sdo verdadeiras.
c) Apenas trés das afirmacoes sao verdadeiras.
[] d) Todas as afirmagoes sao verdadeiras.

RESPONDA AOS GRUPOS SEGUINTES NO CADERNO DE PROVA

Nos grupos seguintes justifique todas as afirmagoes apresentando os raciocinios e os
calculos que efetuou para as obter.

IT. Diga se é verdadeira ou falsa cada uma das afirmacoes nas alineas a) e b) seguintes,
justificando cuidadosamente a sua resposta através de uma demonstracdo ou de um
contra-exemplo, consoante o que for apropriado.

a) Se A e M,,(R) entdo o produto A* estd definido para qualquer k € N
se e somente se m = n.

b) Se A€ M, ,,(R) é tal que A% =0 entdao A = 0.
ITI. Considere o sistema de equacoes lineares

r+y+2z2=1
3r+y+95z=3
20+ 5y + 52 =3

Utilizando o método de eliminacio de Gauss e indicando claramente todas as ope-
racoes que efetuar, discuta a resolubilidade deste sistema e, caso ele seja resoluvel,
determine todas as suas solugoes.

4 1 =5
IV. Considere a matriz A = |0 2 —2| € M3,3(R).
01 -1

a) Determine os valores préprios de A.
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b) Serd a matriz A diagonalizavel? Justifique a sua resposta.

c) Determine os vetores préprios associados aos valores préprios que determinou na
alinea a).

d) Determine se é possivel escrever A na forma A = PDP™! onde P € M3,3(R)
¢ uma matriz invertivel e D € Msy3(R) é uma matriz diagonal. Em caso
afirmativo determine matrizes P e D nessas condicoes.

V. Considere a fungio T: Mayxo(R) — R* definida por

T(B ﬂ)zﬂma—¢b—qd—d

a) Mostre que T é linear.
b) Determine uma base de My, »(R) e uma base de R?.

c) Calcule a representacao matricial de 7' em relagdo as bases indicadas na alinea
anterior.

d) Determine o nticleo de T' e indique uma base para o nicleo de T.
e) Determine a dimensao da imagem de 7.
f) Indique se existem matrizes M € Myyo(R) tais que T'(M) = (1,1, 1,1).

VI. Sejam u, v € R2. Mostre que sao equivalentes as seguintes afirmacoes:

i) (u,v) é uma sequéncia linearmente independente.

ii) (u+ v,u—v) é uma sequéncia linearmente independente.

FIM

RESOLUCAO

Nas questoes de escolha multipla ndo era necesséario a apresentacao dos calculos e justificagoes
que se seguem, mas apenas a indicacdo da alinea correspondente a resposta correta. Em
praticamente todas as alineas ha varias maneiras corretas de resolver a questao colocada e a

que aqui se apresenta é apenas uma delas, e ndo necessariamente a mais curta.

I. 1. Efetuando o produto das duas matrizes dadas tem-se AB =[38] e BA=[11].
Portanto a resposta correta ¢ a alinea b).

2. O conjunto F' é um espago linear gerado pelo vetor (1,1) e tem dimensao 1; o
conjunto GG é gerado por dois vetores linearmente independentes e portanto tem
dimensao 2. Assim, a resposta correta é a da alinea c).



3. Uma vez que os vetores (u, v, w) sao linearmente independentes, sdo em particular
nao nulos, e podemos concluir que um dos valores préprios é igual a zero e o outro
igual a 1, com multiplicidade algébrica 2. Estes sao os tinicos vetores proprios pois
uma matriz 3 x 3 tem no méaximo 3 valores proprios. O facto de os vetores (v, w)
serem linearmente independentes também nos permite concluir que o valor préprio
1 tem um espago préprio associado com dimensao 2. Portanto a matriz A é uma
matriz 3 x 3 com 3 vetores préprios linearmente independentes logo ¢ diagonalizavel.
Assim a resposta correta é a b).

4. Para esta alinea convinha ter presente as proposigoes 3.17 e 3.19 (3* edi¢ao). Sendo
(01,02, 03) as linhas da matriz A, tem-se det A = det({q, l2,03), e
det(A + B) = det(ly + {1, 05 + {2, l3)
= det(l1,la + la,l3) + det(l1, {5 + {3, {3)
= det({q, la, l3) + det(l1, la, l3) + det(lq, la, l3) + det(l1, la, l3)
= 4det(ly, la, l3)
=4det A
= 12.
Como a matriz A é simétrica tem-se AT = A e portanto det(A" +B) = det(A+ B) =
12, como vimos na alinea anterior. Para a alinea 3.) tem-se
det(A — 2B) = det(—{q, —{a,(3)
= —det(ly, —la,l3)
= —[—det(ly, 2, l3)]
= det(¢q, {2, l3)
=det A
= 3.

Para a alinea 4.) tem-se
det3A7' =3%det A = 3%(det A) ' =331 =32 =9,
Assim a resposta correta é a c).

II. a) O produto A x A s6 estd bem definido se m = n, ou seja para k = 2 tem-se que
AF estd bem definido se e s6 m = n. Por inducdo prova-se para qualquer k € N.
Portanto, a afirmacao é verdadeira.

b) O tnico caso em que A? = 0 implica A = 0 é quando A é um escalar, ou seja quando
n = 1. Para n # 1 podemos considerar uma matriz em que todas as entradas sao
nulas, com excecao do ultimo elemento da 1? linha, igual a 1 por exemplo,

0 ... 01
0 ...00
A=1. . .
0 ...00

Esta matriz é nao nula e o seu quadrado é a matriz nula. Portanto a afirmacao é
falsa para n > 2.



III. Antes de utilizarmos o método de eliminagcio de Gauss para estudar o sistema

r+y+2z=1
r+y+5z=3
20 + 5y + 52 =3

vamos escrevé-lo em forma matricial:

11 2 x 1
31 5] |yl=13
2 5 5] |z 3
A matriz ampliada deste sistema é
11 2|1
3 1 5|3,
2 5 5(3
e portanto com a notagao habitual,
11 2|1 1 1 2|1 11 2|1 11 2| 1
31 53— 0 -2 —1/0| —— |01 %0ﬁ010 1
2 5 53] 42 [0 3 1|1| =22 |00 —L1|1] 22 [0 0 1]-2
1 0 0 4
€11:2Z23 00 1|-2

donde concluimos que existe solugao, que ela é Unica e que a solucao do sistema ¢
dada por (z,y,2) = (4,1, -2).

IV. a) Temos
4—A 1 -3
A— A3 = 0 2-A —2
0 I —-1-A

e usando a 1* coluna de A — A3 para calcular det(A — Al3) vem
det(A — A3) = (4= A)det[ 2 2, ] = (A =N[2-A)(-1-)) +2]
=4 -\ =X =-2A-1)(A—4).

Os valores préprios de A sao as raizes do polinémio caracteristico pa(A) = A(4 —
A)(A—1), e portanto A tem trés valores proprios distintos, \; = 0, Ay =1 e A3 = 4.

b) Uma vez que A é uma matriz de ordem 3 com 3 valores préprios distintos, a
matriz A é diagonalizavel.

c) Tem-se
4 -\ 1 ) 4-0 1 ) 4 1 =5
AME=] 0 2= 2 |=] 0 2-0 -2 |=|02 —2],
0 1 -1-X\ 0 1 -1-0 01 -1



e portanto o vetor préprio vy, associado a A\; é uma (qualquer) solu¢ao (ndo nula)
do sistema
dr+y—5z = 0
2u—2z = 0
y—z = 0.
As 2 ultimas equagbes permitem concluir que y = z e substituindo na 1* equagao
obtemos x = y = z, pelo que podemos escolher vy = (1,1,1).

Para Ay tem-se

4—X 1 -5 4-1 1 -5 31 -5
A-L=| 0 2=-Xx -2 |=] 0 2-1 -2 |[=]01 -2/,
0 1 —1—X 0 1 —1-1 01 —2

e portanto o vetor préprio va, associado a Ay é uma (qualquer) solu¢ao (ndo nula)

do sistema
3r+y—5>5z = 0
y—2z = 0
y—2z = 0.

As 2 tdltimas equagdes permitem concluir que y = 2z e substituindo na 1* equagao
obtemos z = z, pelo que podemos escolher vy = (1,2,1).

Para A3 tem-se

4—X 1 -5 4—4 1 -5 0 1 -5
A= 0 2-x -2 |=]1 0 2-4 -2 |=]|0 —2 -2
0 1T —1— ) 0 1 —1-4 0 1 -5

e portanto o vetor préprio vs, associado a A3 é uma (qualquer) solu¢ao (ndo nula)
do sistema

Yy — Dz 0
—2y—2z =0
y—>oz = 0.

As 2 ultimas equacoes permitem concluir que ¥y = 0 = z e = pode tomar qualquer
valor, por exemplo x = 1, e portanto podemos escolher vz = (1,0, 0).

d) Ja vimos na alinea b) que A é diagonalizdvel, e portanto é possivel escrever A na
forma A = PDP~!, onde P € M3,3(R) é uma matriz invertivel e D € M3,3(R) é
uma matriz diagonal. As matrizes P e D nessas condigoes sao obtidas considerando
para P a matriz cujas colunas sao os vetores préprios e para D a matriz cuja diagonal
sado os valores proprios (pela mesma ordem que foi usada para P), ou seja

-1

111
A=PDP'=11 2 0
110

o O O
S = O
-~ O O

1 11
1 20
110



V. a) Sejam A =[2%]eB = [; i], onde a,b,c,d, e, f, g e h sdo constantes reais arbitra-

rias. Entao A + B = [ZIS Z:{L], e portanto temos

T(A+B)=(a+e,a+e—(d+h),b+ f—(c+g),d+h—(c+g))
= (a,a—d,b—c,d—c)+ (e,e—h,f —g,h—g)
=T(A)+T(B),

e VA e R,

T(AA) = (Aa, Aa — Ad, Ab — Ae, Ad — Ac)
= (Aa, AMa —d),\(b—c),\(d —¢)
= Na,a—d,b—c,d—c)
= \T(A).

Concluimos que 7' é uma transformagao linear entre o espago Mo (R) das matrizes
reais 2 x 2 e o espaco R*.

b) Vamos considerar em My, o(R) a base candnica (b.c.)

10 01 0 0 0 0
0 0”0 Of" (1 Of"|0 1|’
e em R* também vamos considerar a base canénica (b.c.)

(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1).

c) Para calcularmos a representagdo matricial de 7', basta calcular a imagem dos
vetores da base de My,»(R) que escolhemos e escrever essa imagem na base de R*
que escolhemos na alinea anterior. Temos

(8- 2| -

Como escolhemos a b.c. no espaco de chegada R*, as imagens que obtivemos sao
exatamente o que pretendemos, e portanto a matriz M que representa 7' em relagao
as bases indicadas na alinea anterior é

0 0

(el ={ e -]

o~ O O

10 0 O
10 0 -1
M(T;b-C-MQXQ(pr-C-RU “lo 1 -1 0
00 -1 1
d) Para calcularmos o nicleo de T temos de resolver a equagao T(A) = (a,a —

d,b—c,d—c) = 0(= (0,0,0,0)). Facilmente concluimos que a tnica solugao é
a=b=c=d=0 e portanto o nicleo reduz-se a matriz [ 9 ].

Também era possivel chegar a esta conclusao mostrando que detT" # 0.
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e) O Teorema da Dimensdo (Proposi¢ao 5.18, 3%edi¢ao) garante que

dim Msy3(R) =4 = dimNucT + dimIm7T =0 + dimIm7 = dimIm 7.

f) Uma vez que dim Im 7' = 4 sabemos que Im 7' = R*, e portanto a equagao T'(M) =
(1,1,1,1) tem necessariamente solu¢ao. Como o niicleo se reduz a matriz nula, T é
injetiva e portanto essa solucao é tnica. Resolvendo a equagao

T([CCL Z]) =(1,1,1,1)= (a,a—d,b—c,d—c) = (1,1,1,1)

=a=1,d=0,c=—-1eb=0,

-1 0

Também era possivel (mas bastante mais trabalhoso) chegar a esta conclusao cal-
culando 77%(1,1,1,1).

ousejaM:[ ! O].

VI

Vamos comegar por provar que i) = ii).

Para mostrarmos que (u + v, u — v) é uma sequéncia linearmente independente temos
de provar que dada uma combinacao linear nula de u + v e u — v entao os coeficientes
dessa combinacao linear sao necessariamente nulos. Seja entdo uma combinagdo linear
nula de u + v e u — v com coeficientes a e 3,

au+v)+pu—-v)=0= (a+pfu+(a—p)v=0
= (a+8)=0=(a=p)
(pois u e v s@o linearmente independentes)
=a=0=0,

e portanto (u + v,u — v) é uma sequéncia linearmente independente.

Provemos agora que i) = 1)

Para mostrarmos que u e v sao linearmente independentes temos de provar que dada
uma combinacgao linear nula de u e v entao os coeficientes dessa combinagao linear sao
necessariamente nulos. Seja entao uma combinacgao linear nula de u e v com coeficientes
yeo,

J -0
7u+5v=0:>%(u+v)+%(u—v)=0
_yF0 g _2=9
2 2

(pois (u+v) e (u—v) sdo linearmente independentes)

=v=0=0,

e portanto (u,v) é uma sequéncia linearmente independente.



