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1. Introducio a Inferéncia Estatistica — Estimacio Pontual
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Objectivos

Com o estudo deste capitulo o leitor devera ser capaz de:

Ter presente a nogdo de varidvel aleatdria e suas propriedades;
e Descrever as propriedades da média e da varidncia;

e Conhecer as principais distribuices discretas e continuas e saber

relaciond-las;

e Compreender o que ¢é a Inferéncia Estatistica e quais os seus

objectivos;

e Ter a no¢io de estimacio pontual e reconhecer as qualidades de

um estimador;

e  Determinar o melhor estimador para um pardmetro com base no

método da maxima verosimilhancga.

Resumo

Pretende-se no inicio do capitulo, documentar o leitor com alguns
conceitos ¢ propriedades necessdrias & abordagem dos temas principais a
estudar - A Inferéncia Estatistica e o Planeamento de Experiéncias.

E introduzida a nogio de Inferéncia Estatistica bem como os seus
principais objectivos, e € estudada a Estimacdo Pontual. Sdo apresentadas
qualidades desejaveis num estimador, bem como o método da maxima
verosimilhanca, para a obtengdo do melhor estimador pontual de um
parimetro. Finalmente sdo apresentados alguns exercicios resolvidos e
propostos de modo a proporcionar ao leitor o contacto com possiveis

aplicacOes praficas.
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1. Revisdo de conceitos basicos em Estatistica
1.1 Varidveis Aleatorias; Propriedades da média e da varidncia

Uma varidvel aleatéria nfo é mais do que uma funcio definida num
determinado Universo. Na notagdo usual as varidveis aleatorias
representam-se por letras maitsculas e os valores observados das varidveis
aleatérias por letras mindsculas. Uma varidvel aleatéria pode ser do tipo
discreto, se o conjunto de todos os possiveis valores que a varidvel possa
assumir for finito ou uma infinidade numerdvel, ou do tipo continuo, se a

variavel estiver definida num intervalo.

A estrutura probabilistica de uma varidvel aleatéria € descrita pela sua
distribuicdo de probabilidade. Dada uma varidvel aleatéria discreta X,

que assume um conjunto discreto de valores, X ,X,,.,X, com
probabilidades p,,p,.....p,, €m que p,+p,+..+p, =1, representa-se

por p(X=x) ou simplesmente p(x) a fun¢io de probabilidade respectiva.
Dada uma varidavel aleatéria comtinua X, assumindo valores num
intervalo, entio representa-se por f(x) a funcio densidade de
probabilidade correspondente. As propriedades destas fungdes sédo

resumidas em seguida.
Assim tem-se:

(i) Caso discreto

0<px;=<1 V,i=L.,n

ip(xi) =1
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(i) Caso continuo

F(x)=0

Tf(x)dx =1

Recorde-se ainda que:

b
Pla<x<b)= jf(x)dx

Uma das medidas de tendéncia central mais importante ¢ a Média ou

Hsperanga Matemdtica. Representa-se por U a média de uma

distribui¢do de probabilidade e define-se como:

R
in p;» Caso discreto
i=1

E(X)=p=

+oo

j x f(x)dx, Caso continuo

Uma das medidas de dispersio mais importantes € sem ddvida a

Variancia, usualmente representada por ¢° ¢ definida como:

o” = E[x -]

ou simplesmente:

o’ = V(X) =E(X*) - [ExX)[




Apresentam-se em seguida as propriedades mais relevantes da média e
da varidncia. Seja X uma varidvel aleatéria de média U e variincia 67, e
k uma constante.

Relativamente 4 esperanca matematica tem-se:

Ek)=k
E(X)=p
EkX) =kEX)=ku

Relativamente 3 varidncia tem-se:

Vk)=0
V(X)=¢>

V(X)) =k*V(X)=k’c’

Sejam agora duas varidveis aleatdrias, por exemplo X, e X,, com médias

“n . 2 2 -
M, € MU, , ecom varancias G; e ¢, respectivamente.

~

Relativamente 2 soma algébrica de varidveis aleatérias pode

demonstrar-se que:

E(X, +X,) = B(X,) £E(X,) = i, 1,

Este resultado € extensivo a n varidveis:
“A Esperanca Matemdtica da soma algébrica de n varidveis aleatérias é

a soma algébrica das Esperancas Matemdticas dessas varidveis™.

A covariincia é uma medida de associagio linear entre duas varidveis,

definida como:
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Cov(X,,X,) = E[(X, —p)(X, ~1t,)]

Relativamente 2 soma e diferenca de varidncias, pode demonstrar-se

que:

VX, +X,) = V(X)) + V(X,) +2Cov(X,,X,)
V(X, - X,) = V(X,)+ V(X,) - 2Cov(X,, X, )

Convém recordar que a covaridncia entre duas varidveis aleatorias

independentes é nula.

Admitindo que X,,X, sdo independentes, tem-se:

VX, £X,)=V(X))+V(X,) =0 + 62

E(X,X,) = E(X,)E(X,) =11,

Com base numa amostra de dimensio n, designa-se por sema de

quadrades e representa-se por SQ, a seguinte expressao:

SQ= i(xl _i)z
i=1

O nimero de graus de liberdade de uma soma de quadrados € igual ac

nimero de elementos independentes nessa soma de quadrados. Por




exemplo SQ consiste numa soma de quadrados dos n elementos seguintes:

n
X, —X, %X, —X,...,X, —X. Uma vez que Z(Xi —X) =0, estes clementos
i=1

nio sdo todos independentes. Apenas se pode afirmar que n-1 deles sédo

independentes entre si, 0 que implica que SQ terd n-1 graus de liberdade.

Serdo agora revistas as principais distribui¢des estatisticas usadas quer na

inferéncia estatistica quer no planeamento de experiéncias.
1.2 Revisdo das principais distribuicdes discretas

Distribuicdo binomial

-

Uma das principais distribuigdes discretas conhecidas € a distribuigio
binomial. Esta distribuicdo € apropriada sempre que ao realizar repeticdes
independentes de uma dada experiéncia, com reposicdo, o resultado de
interesse se possa manifestar através duma dicotomia (cara-coroa, votar-
n#o votar, etc).

Seja X uma varidvel aleatéria e considere-se um acontecimento com

interesse cuja probabilidade de ocorréncia € p.

A funciio de probabilidade de uma distribuicio binomial € dada por:

n
P(X=k)= . p“q"*, k=0,..n

em que n representa o numero de repeticdes da expeniéncia, p a
probabilidade de ocorréncia do acontecimento com interesse, q=1-p ¢
k=0,..,n representa o nimero de ocorréncias do acontecimento com

interesse que se pretende calcular.
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Verifica-se que, no caso da distribuicéio binomial:

EX)=np : V(X)=npq

Distribuicdo de Poisson

”

A distribuicio de Poisson ou dos acontecimentos raros é usada em
situacOes binomiais, em que n € grande e p pequeno { 1 =50 € np<5)
dai a designa¢ido “acontecimentos raros”.

Seja X uma varidvel aleatoria discreta assumindo os valores C,...,n.

X tem uma distribuicic de Poisson de parfmetre A positivo,

representando-se X = Pois(}) , se a funcdo probabilidade for dada por:

C-kkk
k!

P(X=k)= , k=0,..n; A>0; A=np

Verifica-se que, no caso da distribui¢do de Poisson:

EX)=np=A ; VX)=np=»A

1.3 Revisdo das principais distribuicdes continuas

Distribuicdo normal

Uma das principais distribui¢des continuas € a distribui¢do normal, guer
pelas qualidades que apresenta, quer pelas inGmeras aplicacdes
nomeadamente no Ambito da Inferéncia Estatistica e do Planeamento de

Experiéncias.




Seja X uma varidvel aleatéria continua de média populacional p e
variancia o°.
A fonciio densidade de probabilidade de uma distribui¢io normal ¢

dada por:

(-
1 oz

, —o0 < X < oo

f(x)=

OV2R

A notacfo usual para representar uma varidvel aleatéria X com média | €
varidncia 67> € X = N(u,6%). O grifico da funcio densidade de uma
distribui¢fio normal tem a forma de sino e € simétrico em relacdo a média.

O célculo das probabilidades com base nesta funcio densidade torna-se
penoso, uma vez que, para além de exigir o desenvolvimento em scries,
exige também a elaboracio de uma tabela para cada combinacao diferente
de 1t e ¢”. Um caso particular extremamente importante ¢ a distribuicdo

normal de média zero e variincia 1, conhecida como distribuicao normal
reduzida ou distribuicio mormal standard. Verifica-se que qualquer
distribui¢io normal pode ser convertida numa normal reduzida, da

seguinte forma:

A varidvel aleatéria Z diz-se normal reduzida ou standard, e representa-se

por Z = N(0,1). Esta distribuicao encontra-se tabelada.

r

Em muitas técnicas estatisticas ¢ frequentemente assumido que as
varidveis sdo distribuidas de acordo com uma distribuicio normal, por
recurso ao Teorema do Limite Central, cujo enunciado se apresenta em

seguida:
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Teorema do Limite Central

Seja X,X,,..X, uma sequéncia de n varidveis aleatérias

n

independentes e identicamente distribuidas com média I e varidncia

n
G”, ambas finitas, e seja ZXi a sua soma. Entio ,

i=1

iXi —nj
- =l

nc”

Z

n

tem distribuicdo aproximadamente norma) reduzida. Sendo E (Z)a

fungdo de distribuigio de Z_ e ®(Z) a funcio de distribui¢io de uma

F
normal reduzida, entio lim ﬁ =1.
)

Em suma, com este teorema resulta o facto de se provar que a soma de n
varidveis aleatGrias independentes e identicamente distribuidas ¢&
aproximadamente normal.

A partir da distribuicio normal pode deduzir-se uma outra, também

bastante importante, conhecida por distribui¢fio do Qui-Quadrado.

Distribuicdo do Qui-Quadrado

Considerem-se k varidveis aleatérias normais reduzidas, independentes e

identicamente  distribnidas, 2,,Z,,...,Z,. Abreviadamente escreva-se

Z, iid=N@O], i=1..k

1



50 X=2Z +Z+..+7Z%, diz-se ser distribufda de acordc com
Enia 1 2 K

ama distribuicie do Qui-Quadrado com k graus de liberdade,

ou abreviadamente:

Esta distribui¢fio € assimétrica e prova-se ter média p=k e varidncia
o’ = 2k . Esta distribui¢io também se enconira tabelada.
Como exemplo de varidvel aleatoria que segue uma distribuigdo do Qui-

Quadrado tem-se:

SQ
2 = %i—l
8]

Uma vez que a varidvel y°¢ obtida através da soma de varidveis
independentes, entio de acordo com o Teorema de Limite Central toda a
distribui¢io do tipo % tende a aproximar-se da distribui¢fio normal &
medida que o nimero de graus de liberdade aumenta. A distribuigéo do

Qui-Quadrado goza também da importante propriedade da aditividade.

Assim, duas varidveis independentes com distribuicdes X5 e ¥ terdo

distribuiio .., -

2 2 2
Xn +va = Xn+p

Distribuicdo t-de-Student

Sejam 7 e 7. varidveis aleatorias normais independentes e qui-
k
quadrado, respectivamente. A varidvel aleatéria T, segue uma

distribuicfio t-de- Student com k graus de liberdade, se:
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N

~ (22,

Para a distribuigio t-de-Student tem-se:

k-2

Um exemplo de uma varidvel que segue a distribuiciio t-de-Student com

n-1 graus de liberdade, seré:

Distribuicdo F

Sejam duas varidveis aleatdrias independentes com distribuicio do Qui-
Quadrado com v, e v, graus de liberdade, respectivamente. Defina-

se I, como se segue:

2

X,

2
Vl . VZ XVI

= - 2
X, Vi X,
v,

ViVs

Para a distribuicio F tem-se:




Ry, +2v, —4)
H= 2y 52 o = Y2 (2Ys 2V1 ),v2>4
v,—2 v, (v, =2)(v,—4)

Seja  Xyp,X g, X), Uma amostra aleatria com n, observagdes e
X 1> X500 X5, UINA amostra aleatéria com n, observagdes. Um exemplo

de uma varidvel que segue a distribuicfio F serd:

g2
S_1~F :
an T tnj-lag-l
SZ

onde S e S representam as varifincias amostrais.

2. Introducio e objectivos da Inferéncia Estatistica

No dmbito da inferfmcia estatistica o objectivo ndo € apenas a
caracterizacdo e estudo da amostra, mas sim tentar a partir dela
caracterizar toda a populacfo. Pretende-se a partir da amostra inferir
resultados extensivos a toda a populacdo donde esta foi extraida. De um
modo geral a inferéncia a partir da amostra para a populacio pode ser feita
de duas formas: por estimaciio ou por testes de hipéteses, como €

sintetizado de seguida.

Estimacdo - Num problema de estimacdo o conjunto de todas as
possiveis accdes que podem ser tomadas é conhecido por espacoe de
decis@io. Os resultados obtidos a partir da amostra séo usados para inferir
acerca da populagio donde a amostra foi extraida; a estimagdo de

parimetros engloba dois processos distintos:

(1) Estimac2o pontnal - a partir da amostra procura-se obter um

tnico valor de certo parimetro populacional;
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() Estima¢io por intervalos - a partir da amostra procura-se
construir um intervalo de valores, digamos 8, <9< 9,, com

uma certa probabilidade de conter o verdadeiro valor do
pardmetro populacional 8.
Testes de hipéteses — Os resultados obtidos a partir da amostra sdo usados
para testar valores de certos parimetros da populacio ou a natureza da

propria populagio. Assim consideram-se dois tipos de testes de hipSteses:

(i) Paramétrices - sdo formuladas hipGteses relativamente ao valor
de um parametro populacional,
(i) Nao paramétricos - sio formuladas hipétese relativamente 2

natureza da distribui¢iio da populacio.

3. Estimacio pontual
3.1 Estimadores pontuais e suas propriedades

Na notagdio usual as varidveis aleatérias representam-se por letras
maidsculas e os valores observados das varidveis aleatérias, estimativas,
por letras mindsculas, tal como ji foi referido anteriormente. Assim,

define-se o estimader pontual de um pardmetre 6 como uma estatistica

~

© cujos valores concretos, representados por ), sdo estimativas deste

n
PR3
parimetro. Por exemplo a média amostral X ="2— ¢ um estimador
n

n

2. =%’
pontual para a média populacional, i, e §* = Lim— é um estimador
n —
pontual para a varidncia populacional 62.

Niéo se pode esperar que um estimador estime um parimetro populacional
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sem erros, apesar de se esperar que assuma wm valor muito proximo do
seu verdadeiro valor. Note-se que para o mesmo pardmetro podem ainda
ser considerados varios estimadores. A preocupacdo na escolha do melhor
estimador entre varios conduziu ao estabelecimento de alguns critérios

acerca das qualidades ou propriedades desejaveis dos estimadores.

Propriedade 1: Nio enviesamento
Considere-se @ um parimetro associado a uma dada populagéo e € um
estimador desse parAimetro. O enviesamento do estimador 9 € a diferenga

entre o valor esperado do estimador, E(9), e o valor do proprio parametro,

9.

Enviesamento (é) = E(é)-ﬂz n,—9

Um estimador diz-se nfo enviesado ou cemtrado quando o seu

enviesamento for nulo, ou seja  E( 8 }-8=0.

Para um estimador ndo enviesado ou centrado, tem-se portanto:

E(H)=0

Um estimador diz-se enviesado se E( 6)+ 6.

Propriedade 2: Eficiéncia

Quando se pretende comparar dois estimadores nfo enviesados, digamos

~

0, e 0,, com base em amostras de igual dimensdo n, e com variancias o)

e Gi respectivamente, ¢ estimador mais eficiente ¢ o de menor

~

varidncia. Assim, se G <G, entdo O, serd um estimador mais eficiente

A

que 6,.

~

Definicio: Se 0 for um estimador ndo enviesado, diz-sec que 0 ¢ um

estimador nio enviesado de varifncia minima de 9, se para todos os
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estimadores ©°, tais que E(8")=8, se tiver Var [é] < Var[e*] para todo 6.
Definicdo: A eficiéncia de um estimador pode ser medida através do erro

gquadratico médio:

Eficiéncia, = E[(é - 9)2] =G} + (enviesamento )’

Para se comparar a eficiéncia de dois estimadores € usado o conceito de

eficiéncia relativa. Sejam 0, e 9, estimadores de um mesmo pardmetro

0. A eficiéncia de él relativamente a 92 € dada por :

Eficiéncia re]ativaé o= T
Elé, -oy]

Definicio: Diz-se que 0 & o melhor estimador linear ndo enviesado de
0 (BLUE-“Best Linear Umbased Estimator’”), se obedecer as seguintes

condicdes:

(i) E(6)=6
(i) 6= Z:aiXi : 0 éuma funcdo linear da amostra;
i=1

(ili)V (6)< V(8"), onde 8" ¢ qualquer outro estimador de

0 que satisfaca (i) e (ii).




Propriedade 3: Consisténcia

Seja & um estimador do parametro 8 e n a dimensdo da amostra. Diz-se

fan}s

que 6 € um estimador conmsistemte quando para V_, se verifica a

condigdo:

h'mProbUé-B‘<a] =]

II—ca

Trata-se portanto da convergéncia em probabilidade do estimador para o
parimetro.

Como se viu, € relativamente simples verificar se um estimador € ou nfo
enviesado; ¢ também bastante fAcil comparar as varidncias de dois
estimadores nfo enviesados. No entanto nio € muito simples a aplicacio
do critério anterior para a verificagio da consisténcia de um estimador. Na

pritica recorre-se a:

Teorema:
Seja 6 um estimador do pardmetro 9 e n a dimensao da amostra.
Se forem verificadas as condigdes,

() E(§)=8 , ndo enviesamento,

(i) Him Var(6) =0

~

enido § € um estimador consistente de 6.

3.2 O Método da Mdxima Verosimilhanca

Estuddmos alguns critérios que permitem a escolha de estimadores com as
melhores qualidades. Dado um determinado estimador para um parimetro
desconhecido € ja possivel averiguar se este € ou nio enviesado, eficiente,
sendo ainda possivel a escolha do mais eficiente, ou consistente. No

entanto nao se dispde ainda de um procedimento geral que conduza 2
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escolha dos melhores estimadores. Existem vérios destes procedimentos
dos quais se destacam o método dos minimos guadrados, o métedo dos
moementos ¢ o métedo da maxima verosimilhanca ao qual € dedicada a
atengdo neste ponto. A exposicao deste método ferd em conta o casc

discreto, casol, € o caso continuo, caso 2.

Caso 1: Distribuicdes discretas

Considere-se uma populacdo discreta representada pela varidvel aleatdria
X com funcdo de probabilidade p(x), conhecida a menos de k pardmetros,
9,,8,....0,. Seja X X,,.,X, uma amostra aleatéria da variavel

n

aleatéria X e sejam X ,X,...,X, 0s valores observados dessa varidvel

aleatéria.
A probabilidade de ocorréncia de uma amostra aleatéria simples similar 2
que se obteve efectivamente a partir da populagio ¢ conhecida por funcio

de verosimilhanca, que se define obviamente em funcio da amostra e de

0:

L(X,,X,,...X,;0)=Prob(X, =x,,... X =x_

6,.0,.....0,) <

L(X,,X;,.. X,;0)=] [ Prob(X, =x,16,.8,,...6,)
=]

Os estimadores de mdixima verosimilhanca dos parfimetros
9,,0,.....,0, sdo os valores destes pardmetros que maximizam a funcio de
verosimilhanca. Em suma, os estimadores de mdxima verosimilhanga séo
os valores dos pardmetros que tornam méaxima a probabilidade de

ocorréncia de uma amostra idéntica aquela que efectivamente ocorreu.




Assim, admitindo que a funcdo de verosimilhanca € diferencidvel, os
estimadores de méaxima verosimilhanga podem ser obtidos resolvendo ©

sistema de equagdes definido por:

aL

0, i=l..k
20,

Normalmente as solucdes obtidas desta forma sdo maximos dessas
fun¢hes, uma vez que correspondem a pontos estaciondrios das fungOes
verosimilhanga. No entanto, é conveniente verificar se a segunda derivada
em ordem ao respectivo paridmetro € negativa, para assim assegurar a
existéncia de maximos.

As estimativas de maxima verosimilhanca que sio obtidas a partir de
amostras concretas correspondem a  valores particulares  dos
correspondentes estimadores de méxima verosimilhanca.

Por vezes na pritica torna-se bastante mais simples recorrer a

maximizagio da transformada logaritmica da [funcio de

verosimilhanca,

In[ L(X,| 6,.6,,...8,)

do que & maximizacio da prépria fungdo. Esta simplificagdo de calculos
resulta do facto de a aplicacio de logaritmos converter o produtério em
somat6rio. Uma vez que L e In (I.) t8Bm pontos estaciondrios comuns, 0

procedimento de obtengéo de maximos conduz aos mesmos resultados.

Caso 2 : Distribuicoes continuas

No caso das distribuicdes continuas ndo faz sentido a maximizacfo da
probabilidade de ocorréncia de uma amostra idéntica aquela que de facto

ocorreu, uma vez que tal probabilidade € sempre nula. O objectivo serd
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maximizar a densidade de probabilidade definida para os valores
observados da varidvel aleatdria, de acordo com os valores dos
parametros.

Considere-se uma populacio continua representada pela varidvel aleatéria
X com funcdo densidade de probabilidade f(x]ez,ez,...,ek ), que depende
portanto de k parimetros desconhecidos, 6,,90,,...,0, .

Sejam X;,X,,.., X, 08 valores de uma amostra. A funcio de

verosimilhanca da amostra de dimenséio i, € uma funciio de 8 definida

por:

L( 6,,6,,..0, x.X,,..x,)=[]f(x,]6,.6,,....0,)
=t

Os estimadores de méxima verosimilhanca de 8,,9,,...,0, sdo obtidos

simultaneamente como os valores destes parimetros que maximizam a

func¢ao verosimilhanca, ou seja resolvendo:

oL _
20,

Analogamente ao caso discreto, convém averiguar se a segunda derivada é
negativa para assegurar a existéncia de maximos. De um modo geral &
também conveniente a consideracio da maximizacfic do legaritmo da
funcdo I. em vez da prépria funcio, por razdes ja expostas.

Assim, a maximizacio de L corresponde a:

dlnL

—=0, i=1..k
20,




Exercicios Resolvidos

1. Seja X uma varidvel aleatdria com distribuicdo binomial de parimetros
nep,esejam p, e p, doisestimadores do pardmetro p, tais que:

. X . X+2

= e =
by o P, 143

1.1 Algum destes estimadores € enviesado? Justifique pormenorizada-

menfe a sua resposta.

1.2 Calcule V(p,) e V(p,).

2. Seja X uma varidvel aleatéria que representa o nimero de avarias de
um computador central de uma certa unidade de trabalho. Sabe-se que X

obedece a uma distribuigio de Poisson de pardmetro A desconhecido. Para
este pardmetro foram indicados dois estimadores 711 e iz, tal que:

- X, +X, o+ X a X, +X
7\'12 1 2n n ; 7\'2= 2 2 n-1

Compare os estimadores propostos quanto ao enviesamento e 4 eficiéncia.

3. No departamento de Controlo de Qualidade de uma fabrica de
impressoras foram analisados cinco lotes com 20 impressoras cada,
registando-se as respectivas percentagens de impressoras com defeitos,
3.1%, 3.5%, 2.7%, 2.3% ¢ 4.5%.

3.1 Considere a distribui¢do do nimero de impressoras defeituosas por
lote e apresente o estimador de maxima verosimilhanca da probabilidade
de uma impressora ser defeituosa.

3.2 Com base na amostra dos cinco lotes calcule a estimativa de mdxima

verosimilhanca.
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Resolucio:
1.1 X=Bin(n,p) entdo E(X)=np e V(X)=npg=np(l-p)

P, ¢ P, sfo dois estimadores do parimetro p, tais que:

. X . X+2

e =
P: n P n+3

Para averiguar se algum dos estimadores € enviesado & necessirio a

determinar:

E(ﬁl):E[EJﬂLE(X) =Lip=p
n n

n

B(H ):E(“ZJ: ! B(X)+E(2) _np+2

E(X+2)=
n+3 n+3 n+3 n+3

Conclusdo: Uma vez que E(p,) =p, entdo p, ¢ estimador ndo enviesado

np~i~32¢p , donde D, €

de p; quanto a P, verifica-se ser E(p,)=

estimador enviesado de p.

1.2 Calcular V(p,) e V(D,);

N X 1 1— 1—
Vip,) =V(——j =—V(X)= np( _ p) _pd-p)
n n n n

A XT2 I _p(d-p)
V(pz)_v(nwj a3y =y

2. Quanto ao enviesamento hé que calcular E(Xl) e E(iz) , com

c X X, +.+X - X, +X

A = 1 2 e A, = 2 n-i
n 2

Tem-se portanto:

X +X, +.+ X,

n

~ 1 n ln 1
(*) [ J HE[Z1 } nz} (X)) nn?L /3



X, +X
2

A

1 1 oW
}—Z[E(XZ)JrE(Xn_])]—E(?H?&) =5

E(h,) = E(

~

Conclusdo: Uma vez que E(h,)=A ¢ E(i,)=A entdo A, e A, sio

estimadores ndo enviesados de A.

Quanto a eficiéncia € necessdrio calcular ambas as varidncias; como se

sabe ¢ estimador de menor variincia € ¢ mais eficiente. Assim, tem-se:

Vi) =V(Xl t X, +"'+Xn]=—1?v[ZXi} — LYV = Sak=
n n° < n

n i=1

A X, +Xa )1 1 :&
VOLZ)—V[TJ— 4.[V(Xz)+wxn_l)]w Z OV =2

V(&)

Para n>2 verifica-se ser A, mais eficiente que A,, pois ——— < 1.

V()

Note-se que ———= :%:%<1,para n>2,

A

o
Vh,) A mhon

2
3.1 Trata-se de um problema que envolve 5 lotes de 20 impressoras cada.
As impressoras podem apenas ser classificadas de acordo com uma
dicotomia, defeituosa - ndo defeituosa, admitindo-se que as amostras sdo
extraidas com reposicdo. Considerando X a varidvel aleatoria
representativa do nimero de impressoras defeituosas por lote, entfio X serd
distribuida de acordo com uma binomial de parimetros 20 ¢ p, ou
seja, X = Bin(20,p), em que p representa a probabilidade de uma
impressora escolhida ao acaso ser defeituosa. Pode-se entdo escrever a

func¢io de probabilidade de X, como se segue:

20
PX=x)= [ J p —py*

X
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Para determinagio do estimador da maxima verosimilhanca primeiro

estabelece-se a funcio de verosimilhanca. Tem-se entio:

20 20 20 20
L(X,,X,,X, X, X5;P) = p(d-p)” " x p(l-p)” M x
X

X 2

20 . 20 B 20 i
X ped-p)TT x p(l-p)" T x pel-p)Te=
XS X4 X5

s (20 Zslxi 251(20—7(5)
— [ J pi=l X(l-p) i=l

i=1 | X,

1

Aplicando logaritmos vem:

5 (20) ¥x, " (20-x,
InL=In [H( Jp; X(l—p)g(o | |=

i=t\ X

s (20 5 5
=In [H[ D+ (injlnfw{ (ZO—Xi)}ln(I—p)
=1 | X, i=1 i=1

A derivada do logaritmo de L em ordem a p sera:

dlnL I 1
=0+3x, -Y(20-x,)——
dp ; ; I-p

Determine-se a segunda derivada, a fim de assegurar tratar-se de um

MAXImo;

’ : >x, 3 (20-x,)
aah’;L :in(:}]"Z(zﬁ—“Xi)( _«(_1) sz 1112 _ =t <0
P P i=l

i=l (I-p) ? P (1~ P)2

Uma vez comprovado que a segunda derivada € negativa, pode




afirmar-se que o ponto estaciondrio da funcdo de verosimilhanga € um

mAaximo.
Assim, igualando a primeira derivada a zero, tem-se:

JdlnL 51 1
=0¢& E xi—wg (20-x,)—=0&
ap =l P = 1-p

5
e (1-p)Y X —pi(ZO—Xi) =0 ixi —pi20:0 &
i=l1 i=]1 i=1 i=1

ixi Zs:inS
=1 —

5 5
= — 20 — _ X. = ko — i=l _ =
P Z Z T PS50 20

B2 |

O estimador da mdxima verosimilhanca é dado por:

p=

glxé

3.2 Para a amostra de 5 lotes tem-se:

5o 1 [20(0.03 1)+ 20(0.035) + 20(0.027) + 20(0.023 + 20(0.045) -
20 5

& —i(o 644) = 0.0322
P=20 '
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Exercicios Propestos

1. Considere uma varidvel aleatéria X com média I e varidncia 67, e
todas as possfveis amostras de tamanho 3. Considere fi, ¢ fi,

estimadores de L, tais que:

A1 1 1 .2 1 1
uleX,+§X2+§X3 5 u2=§X1+EX2+gX3

1.1 Qual € destes estimadores o de varidncia minima?

1.2 Classifique [i, ¢ {i, quanto ao enviesamento.

Solugdo: 1.1 fi, 1.2 Sdo ambos estimadores ndo enviesados.

2. Mostre que:

It

5732
2 X=X
éz _ =l
n—1
¢ um estimador ndo enviesado do pardmetro ¢>.

Solugdo: Verifica-se que B(§?)=¢c>.

3. Considere a varidvel aleatdria X, continua, com funciio densidade de

probabilidade:
f)=A+D1-x)", 0<x<1

onde A é um parAmetro desconhecido ( A>-1).

3.1 Apresente a fungao de verosimithanca L(x,7).

3.2 Deduza o estimador de méxima verosimilhanga para o pardmetro A,

com base numa amostra de dimensio n.

Solucao:
3.1 L(x,x)z(hﬂ)“ﬁa—xiﬁ ;o 32R=-1-—>"
= > In(l-x,)




