Resolucao

Esta resolucédo destina-se a verificar a correcao da prova. N&o se destina a estudo ou

revisao.

Para enfatizar os pontos importantes, estas resolucbes omitirao detalhes que sao
principalmente algoritmicos, como calculos. Além disso, algumas das perguntas fo-
ram personalizadas usando o nimero do estudante. Nesses casos, a resolucdo pode
nao abranger todos os valores de r, ou omitir etapas que dependem de 7.

Qualquer auséncia de detalhes nao implica que tal omissao seja aceitavel nas sub-
missoes dos alunos.

I. (3,0 valores) Neste exercicio, o valor de r é o dltimo digito do seu nimero
de estudante mais 1. Por exemplo, se o seu numero de estudante for
2002345, entao r =5+ 1 = 6.

Diga se é verdadeira ou falsa cada uma das afirmagoes nas alineas se-
guintes, justificando cuidadosamente a sua resposta através de uma
demonstracao ou de um contra-exemplo, consoante o que for apropri-

ado.

a)

(2,0 valores) S = {p € R[z] : 2p(r) + p(—1) = 0} é um subespaco
de R[z].

Resolugao: Verdadeiro: Claramente S < R[z]

Se po é o polinémial nulo, entao 2po(r) + po(—1) =2-04+0 = 0,
portanto pg € S.

Se p,q € S, entdao 2p(r) + p(—1) =0
2(p + @)(r) + (p + a)(=1) = 2(p(r)
2(r) + p(~1) + 2q(r) + g(~1) = 0 +
e portanto p + g€ S.

Se pe S,a € R, entdo 2p(r) + p(—1) = 0. Pois

2(ap)(r) + (ap)(=1) = 2ap(r) + ap(=1) = a(2p(r) + p(-1)) =
a-0=0,

e portanto ap € S. Pois S é um subespago de R[x].

(1,0 valor) Existe uma aplicacdo linear T': C — C!! tal que

dim(Nuc T nIm T) =r

Resolucgao:
Se 1 < r <5, VERDADEIRO. A resolucao depende de valor de 7.
Por examplo, se r = 3,sejaT(ay,...,a11) = (0,0,0,a1,as,as,...,as),

entao T' ¢ linear e
(Nuc T nIm T) = Nuc T = {(0,...,0,a,b,¢) : a,b,c € R},

com dimensao 3. (detalhes omitidas)
(existem outras resolugoes por r = 3).
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Se 6 < r < 10, FALSO.

Se dim(Nuc T'nIm T') = r, entdao dim(Nuc T') = r, edim(Im T") >
r. Mas entdao 11 = dim CH = dim(Nuc 7)) +dim(Im T) = 6 +6 =
12. Isto é uma contradigao, portanto, esse 1" nao pode existir.

II. (3,0 valores) Seja V um espago vetorial e T : V' — V uma aplicagdo
linear, tal que T(T'(v)) = T(v) para todos os vetores v € V. Mostre
que V=NucT®Im T.

Resolugao: Seja v € V. Considere w = v — T'(v),u = T'(v). Clara-
mente v = w +u, e w e ImT.

Temos T'(w) =T(v—T(v)) =T (v)—T(T(v)) = T(v) —T(v) = 0. Pois
w e Nuc T, e portanto v =w+ue NucT' +Im T.

Se v € Nuc T nIm T, entdao v = T(w) por algum w € V. Mas v =
T(w) = T(T(w)) = T(v) = 0, como v € Nuc T. Portanto Nuc 7' n
ImT={0},eV=NucT®Im T

ITI. (4,0 valores) Neste exercicio, o valor de r é os ultimos 2 digitos do
seu nimero de estudante menos 50. Por exemplo, se o seu nimero de
estudante for 2002345, entao r = 45 — 50 = —5.

-2 —6 -2
Seja A = 1 3 r|eMssR).
0 0 0

a) (2,0 valores) Calcule os valores préprios de A e indique as respec-
tivas multiplicidades algébricas.

Resolugao: O polinémio caracteristico de A é
—-2-X -6 =2
det 1 3—A 7
0 0 =X
—2-X -6
=(—)\)det[ 1 3_)\]
=(=N)((-2=NB =X +6) = (=N (=6+(2—=3)A+ 1> +6)
=N+ 2= X\(1-)\).

Portanto, os valores préprios de A sdo 0 e 1, com ma(0) = 2 e
ma(l) = 1.
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b) (2,0 valores) Determine se A é diagonalizavel.
Resolugao: Porque 1 < mg(1) < ma(l) = 1, temos mg(1l) =
ma(1l). Portanto, A é diagonalizavel se e s6 se mg(0) = ma(0) = 2.
Temos Fy(A) = {ve R3: Av = 0v} = {v e R®: Av = 0}, e por-
tanto Ey(A) é o espago nulo N'(A) de A, e mg(0) = dim Ey(A) =
dim N (A) é a nuidade de A.

A matrix A é equivalente por linhas de
1 3 1
00 r—1
00 O

(detalhes omitidas)
Caso r # 1: neste caso Fo(A) = {(=30,0,0)T : b € R} =
{(=3,1,0)T). (detalhes omitidas)
Pois mg(0) = 1 < ma(0), e A ndo é diagonalizavel.
Caso r = 1: neste caso Fo(A) = {(=3b —¢,b,c)T : b,c € R} =
((=3,1,0)T,(=1,0,1)T). (detalhes omitidas)
Pois mg(0) = 2 = ma(0), e A é diagonalizavel.
IV. (3,0 valores) Sejam A, B € M,«,(R) matrizes invertiveis e a # 0 um

valor préoprio de AB~!. Mostre que o ¢ um valor préprio de B~ A.

Resolucgdo: Por que o é uma valor préprio de AB™!, existe v € R”,
v # 0, tal que AB~'v = av. Seja w = B 'v. Entdo w # 0, porque
v #0e B~ é invertivel.

Temos
B'Aw=B'A(B ") = B YAB YYv = B'av = a(B ") = aw
Pois w é um vetor préprio do B~'A, e o é o seu valor proprio.

V. (5,0 valores)

Para k,[ € R considere o sistema de equagoes lineares

20 +4y+62= 0
2y —kz= 1 (1)
—r—y—2z= 3.

Determine para cada par (k,[) € R? o nimero de resolugoes do sistema

(1).
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2 4 6 x 0
Resolugao: Seja A= |0 2 —k|,xz=|y| e b=1]I
-1 -1 =2 z 3
O sistema (1) corresponde & equacdo Ax = b. [A|b] é equivalente por
linhas a
1 2 3 0
0 1 1 3
0 0 —k—-2|1-6
(detalhes omitidos).
Portanto, se k = —2 e [ # 6, entao o sistema nao tem solugao, pois a

ultima linha implica 0 = | — 6 # 0, uma contradigao.

Se k = —2el =6, entdo 2 = r(A) = r([A]b]) < 3, o sistema tem um
numero infinito de solugoes

Se k # —2 (e [ arbitrario), entdao r(A) = 3 = r([A]b]), o sistema tem
uma solucao unica.

VI. (2,0 valores)

Seja A € Mj3y3(R) uma matriz invertivel tal que adj A = 2[3. De-
monstre que det A € {/8, —/8}.

Resolugao: Para qualquer matriz B € M3.3(R), tem-se B adj B =
|B|I3. Dado que A € Mj3,3(R) e adj A = 2I3 podemos afirmar que
A(215) = |A|Is, isto é, que 2A = |A|I;. Consequentemente

24] = [|AlLs] < 2°|A| = |AP|I5] < 8|4] = |A]®

< |AP —8]A| =0 = |A|(|A]* —8) = 0.
Porque A ¢ invertivel com |A| # 0, temos det A € {v/8, —/8}.

Fim
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