ALGEBRA LINEAR | | 21002

Breve resolucao do p-fdolio de

17 de julho

Questdes de escolha multipla:

Questdaol Questao?2 Questao3 Questao4
Exame b) d) a) C)
P-félio d) a) ) -

A afirmacdo é verdadeira.

Supondo que as matrizes invertiveis A e B comutam, multiplicando
AB = BA a esquerda por B"'A™! e & direita por A"!B~! obtem-se

AB=BA = B 1A Y(AB)A™'B =B 1A} (BA)A™IB!
— B '[,BA'B'=B7'A"'BI,B7!
— B !BA'B'=B"1A"'BB!
— [,A"'B'=B71A71],
— A'Bl=B7tAa"]

onde I,, é a matriz identidade.

Consideramos como base candnica de Ry [x] a sequéncia & = (x%, x, 1).

Usando a base & = (x2,x,1), tem-se
T(x*)=x*+x+1, TW=x e TA)=x*+1

A matriz A que representa T nas bases indicadas, é a matriz que tem

por colunas as imagens dos vetores da base do espaco de partida, ou
1 01

sejaA=|1 1 0].
1 01

O nucleo de T corresponde aos polindmios p € Ry[x] tais T(p) =0, ou
seja T(ax*+bx+c) = (a+o)x*+(a+b)x+a+c=0 < a+c=0e a+b=0,
ou seja a=—b = —c o que corresponde aos polinémios ax®> —ax—a =
a(x?*— x—-1), que tém por base o polinémio p(x) = x* —x—1, e portanto
o nlcleo tem dimensao 1.

Na base % corresponde a (1,—1,—-1).
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Os valores préprios de A sdo as solucoes de det(A— AI3) =0 ou seja

1-2 0 1
det| 1 1-2 0 [=0-A(1-)*-D=10-D)A-A-1DA-A+1)
1 0 1-1

=-A(1-2)(2-A), onde usamos a Regra de Laplace na segunda coluna,
e a identidade a2 —b?*=(a-b)(a+b), coma=1-A,b=1.
As solucbesde —A(1-1)(2—-A)=0sdoAl=0,1=1e A =2.

A matriz A é diagonalizdvel pois A é uma matriz 3 x 3 e tem 3 valores
préprios distintos.

O espaco proprio associado ao valor préprio 0 corresponde ao nucleo
de T, ou seja é gerado pelo vetor préprio (1,—1,—1).

O espaco proprio associado ao valor préprio 1 corresponde as solucoes
nao nulas de (A—I3)u =0, ou seja as solucdes nao nulas de

1-1 0 1 0 0 1] [x z 0
1-1 0 Ju=|1 0 O |y|=[x]|=|0],
0 1-1 1 0 0f |z x 0

gue tem por solucao x = z =0, e portanto uma base para o espaco
préprio associado ao valor préprio 1 é (0,1,0).

O espaco préprio associado ao valor préprio A =2 corresponde as solu-
¢des ndo nulas de (A—21I3)u =0, ou seja as solucdes nao nulas de

1-2 0 1 -1 0 1 X —-X+z 0
1-2 0 |u=]1 -1 O|l|yl=|lx-y|=1]0],
1 0 1-2 1 0 -1 |z X—2z 0

que tem por solugao x = y = z, e portanto uma base para o espago
préprio associado ao valor proprio 2 é (1,1,1).

Como A € My« (R) é uma matriz invertivel, os seus valores préprios
sao diferentes de zero e tem-se
1
Au=Au = A "Au=A"0u) = u=21A"1 u = A lu= T
Para matrizes invertiveis a matriz inversa de A pode ser obtida a custa
da matriz adjunta de A, tendo-se a relacao

1
A7 = A,
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e portanto

1 detA
adj(Ayu = (det AA™ u = (det A) = e/l

u.

Concluimos portanto que u também é vetor préprio da matriz adjunta,

e que o valor préprio associado a u é de/lﬂ.

FIM
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