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Leia estas informacies e instrugdes na totalidade
antes de iniciar a resolugdo da prova

Critérios de avaliacdo e cotagdo

-- As cotagdes sao indicadas nas préprias questdes.

-- As respostas as questdes devem fazer sentido, ser coerentes e constituidas por palavras préprias do aluno. Nao serdo aceites
transcrigdes ou traducdes de livros e textos, incluindo textos de orientac@es de respostas de provas anteriores. As respostas que ndo
respeitem estas condi¢des serdo classificadas com zero valores ou fortemente desvalorizadas.

-- Exceto indicacao contraria, todas as respostas devem ser relativamente desenvolvidas e elaboradas de modo a demonstrar o raciocinio
e conhecimento que leva 3 resposta final. A clareza do texto e da explicacio também sao levadas em conta na classificacdo das
respostas. A simples indicago do resultado é atribuida a cotagao zero.

-- Nas questbes de escrita de programas, a sua corregdo tem em conta critérios de proficiéncia e compreensibilidade do cédigo tais como:
legibilidade, indentac3o, estrutura, comentarios e explicacdo geral do seu funcionamento.

Normas a respeitar

-- Estd a redigir a sua prova na WISEflow. A prova nao sera de consulta, exceto se existirem materiais ou recursos indicados pelo
Professor neste enunciado.
-- O texto de todas as respostas deve ser introduzido pelo Editor de texto, ndo sendo aceites respostas escritas @ mao, digitalizadas e
incluidas como imagens, caso em que nao serdo consideradas.
- Para expressdes ou formulas matematicas mais elaboradas, pode apresenta-las simplificadas desde que compreensiveis ou recorrer a
um anexo tipo "Editor de férmulas”.
-- Mo caso de escrita de c6digo de programas, existem 2 possibilidades: (i) Mo editor de texto escolher "bloco de eddige”; (ii) Introdugdo
por um anexo tipo "Cédigo”.
-- Mo caso de figuras e diagramas € obrigatdria a sua introduc&o por um anexo tipo "Desenho”.
-- Nota: A introdugio de dados via painel lateral com as ferramentas de apoio "Bloco de notas”, "Motas adesivas” e "Modo de desenho™
sd0 apenas para rascunhos e ndo constituem parte das respostas, nao sendo incluidos na submissao final da prova.
-- E permitido utilizar folhas de rascunho de papel.
- Se fizer a prova remotamente, deve ter um comportamento em tudo semelhante 3 realizagio da prova em contexto presencial num
centro de exame.
-- 0(a) estudante em avaliagio remota deve, durante a prova online realizada através da WISEflow, seguir as seguintes instrucées:

-- Nao se pode levantar durante a prova, incluindo ir a casa de banho;

-- Deve procurar um lugar calmo, onde possa estar sozinho, com as costas viradas para uma parede;

-- Deve desligar o telemdvel, ou qualquer outro dispositivo informatico, com o qual possa aceder a Internet;

-- No caso de se tratar de uma prova sem consulta, deve retirar todas as folhas, livros ou fotocdpias de cima da mesa onde realizara a
prova, exceto se autorizado pelo docente;

-- Durante a prova, nao pode conversar com pessoas independentemente, do teor da conversa.
- Deve reservar tempo suficiente para no final da prova efetuar a revisdo das suas respostas e submeter a prova.

Viotos de bom trabalho!
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1.1 [1] Utilizando a definicao, prove que f(n) = n + Yn+ 3+ 10¢ 0(n).

Paran>=1
raiz (n+3) <= raiz(n) + raiz (3) <=n+ 2

f(n) = n + raiz (n+3) + 10 <= n+(n+2) +10 = 2n +12 <= 3n (para n>=12)
Portanto f{n) <= 3n para n »>= n0 = 12 => f(n) pertence a O{n) com ¢=3

43 /220 Word Limit

1.2.4 [0.5] Para o seguinte par de funcées f (n) e g(n), indigue (apenas uma opcéo) sef (n) = O(g(n)).f(n) = Q(g(n)),
f(n) = ©(g(n)) ou nenhum dos casos. Justifique a sua resposta com base apenas na ordem de grandeza relativa dos termos das
funcdes.

f(n)=n+1,g(n)=3"+n

Temos:

fln)=n"3+1eg(n)=3"n+n

o termo dominante de f(n) & n*3 (polinomial)
o terma dominante de g(n) € 3*n(exponencial)

Sabemos que funcdes exponenciais crescem muito mais do que as polinomiais quando n tende para o infinito. Assim 3*n & maior do
que n*3
Logo f{n) cresce mais lentamente que g(n) e conclui-se que:

f(n) pertence a O (g(n))
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1.2.2 [0.5] Para o seguinte par de funcées T (n) e g(n), indigue (apenas uma opgdo) sef (n) = O(g(n)),f(n) = Q(g(n)),
f(n) = ©(g{n)) ou nenhum dos casas. Justifique a sua resposta com base apenas na ordem de grandeza relativa dos termaos das
fungdes.

f(n) = n+ 2"+ 1024, g(n) = 2"+ 10

Temos f(n) = n + 2"n +1024 e g(n) = 2*n + 10. 0 termo dominante em ambas é 2"n, pois em analise assintdtica descarta-se o efeito
de termos lineares ou constantes. Assim, f e g crescem a mesma taxa exponencial.

Para n>=que 10 : n<=2"n e 1024 <= 2"n logo :

f(n) = 2°n +n + 1024 <= 3 x 2*n <= 3(2"n+10) = 3g(n), o que mostra que f(n) é igual O{g(n)).
Para n>= 4: 10 <= 2*n, assim:

g(n) =27n +10 <= 2 x 2°n <= 2f(n) , isto & , 1/2 g(n) <= f(n), logo f(n)= OMEGA (g(n)).

Como se verifica simultaneamente f(n) = O (g(n)) & f(n)= OMEGA (g(n)) , conclui-se que f(n) = BIGTETHA(g(n)) , ou seja ambas as
funcgdes tém a mesma ordem de crescimento assintético (exponencial 2#n).
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1.3 [1] Considere a complexidade do seguinte segmento de codigo em termos do n® f (n) de operacies aritméticas realizadas na variavel

a. Determine a expressdo de T (n) e indigue a sua complexidade na notagio O (. ).

for(a=0,i=1; i<=n; i*=2)
for(j=i; j<=n; ++j)

a++;

0 ciclo externo comeca emi=1, e em cada iteragdo duplica o valor de i , logo repete-se cerca de log2n vezes. Para cada valorde i,
o ciclo interno inicia em j=i e vai até n, executando aproximandamente n -i operacdes. Assim, quando o i € pequeno , o ciclo interno
faz quase niteragtes e mesmo quando i é grande o nimero de iteragdes continua da mesma ordem. No total somam-se cerca de n
operagdes em cada uma das logn iteragdes do ciclo externo.

Portanto, o nimero total de incrementos da variavel 'a' é da ordem de nlogn.

Conclui-se que f(n) = O(nlogn)
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2.1 Considere uma drvore de promogio (Splay Tree) inicialmente vazia.
Nota: A insercdo/remogio numa arvore de promogdo é considerada igual 3 efetuada numa arvore de pesquisa bindria (BST) regular.

2.1.1 [1] Insira na drvore as chaves 11, 14, 12,3, 17,1, 7, 9, 4, 2 pela ordem indicada. Desenhe a drvore obtida apds efetuadas todas as
insergdes (total de 1 desenho). Justifique os passos intermédios / raciocinio apenas para as duas dltimas insergies.

Nas alineas seguintes considere a arvore obtida como a drvore "original™.

11 ~
! Y
3 14
I PN
1 7 12 17
! I\
2 4 9
Justificando as duas ultimas insergdes:
Inseriro 4: 4 <11 =>vaia3; 4 >3 =>vaia7;4<7 =>ficafilho esquerdo de 7.
Inseriro 2: 2<11 =>vaia 3; 2<3 =>vaia 1; 2> 1 => fica filho direito de 1.
v
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2.4.2 [1] Remova da drvore original a chave 3 utilizando o algoritmo de remogdo por cdpia (Deletion by Copying) com a chave sucessora.
Desenhe a arvore obtida justificando os passos intermédios / raciocinio.

»

0 nd 3 tem 2 filhos. Pelo algoritmo substituimos o seu valor pelo sucesser in-order (menor valor de subarvore direita de 3).

~ Sabemos que a subdrvore direita de 3 é:

7

I\

4 8

0 menor valor € 4. Por isso copimos o valor & para o lugar de 3 e depois removemos o nd original que continha o 4, ficamos assim

com:

11

0 3 foi substituido pelo seu sucessor 4. 0 nd & original (filho esquerdo de 7) é eliminado e por isso a estrutura da drvore
permanece consistente com as propriedades de BST.

2.1.3 [1] Considere que na &rvore original foi efetuado um acesso & chave 4. Desenhe a drvore obtida apds o acesso justificando os
passas intermédios / raciocinio.

»

Ao aceder 4 numa splay tree, faz se splay do no acedido até a raiz por rotagdes zig zag conforme o caso.
1. zigzag(% é filho esquerdo de 7 e 7 é filho direito de 3):

rotagdo a direita em 7; depois a esquerdaem 3
11

2. zig (% é filho esquerdo de 11) :

rotagdo a direita em 11: v

1 7T 14

A ARV AR
2 9 12 17

Esta é a nova drvore apds o acesso, onde o & se torna raiz e a propriedade BST se mantem em todos os nds.




2.2 [2] Considere uma drvore B (B-Tree) de ordem 3 inicialmente contendo apenas o né raiz com a chave 11. Desenhe a arvore apés cada
uma das seguintes operacgdes de insercdo (1) e remogéo (R) pela ordem indicada: | 5, 2, B, 12, 13; R 2; (total de 6 desenhos). Justifigue os

passos intermédios / raciocinio para cada operacéo.

Ordem 3 => maximo 2 chaves por né ; minimo 1 excepto a raiz. Em overflow , promove-se a mediana; em underflow , redistribui-
se ou funde-se com o irmao, movendo o separador do pai.

1.insercdo 5
cabe na raiz (a raiz pode ter até duas chaves) :
[511)

2.insergao 2

a raiz ficaria com 3 chaves => overflow. divide-se e promove-se a mediana 5 para nova raiz:

(5]
oA
[21  [11]
3.insercao 8

vai ao filho direito de 5 . insere em [11] => [ 11], sem overflow:

(5]
Y
[2) [8 11
4. insercdo 12

entraem [8 11]=> [8 11 12], overflow. promove-se o 11, isto é split do né em [8] e [12] :

[5 11]
oA
[2] [8] [12]

5.insercao 13
segue para o filho direito de 11: [12] => [12 13] sem overflow
[5 11]
" Y

[2] [8] [12 13]

6. remogan 2

estd em folha [2] . remover => folha fica com 0 chaves ou seja underflow. o irmio adjacente [8] tem 56 1 (ndo pode
emprestar) => merge de folha com o irmao, descendo o separador 5 do pai. Pai perde o 5 e fica [11]

[11]
/ \

[58  [12 13]

4
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3.1 [2] Considere uma tabela T de disperséo (hash) com dimenséo 11 e fungdo de hash h(x) = x mod 11. As colisdes sdn resolvidas
com sondagem (probing) linear. Considerando a tabela inicialmente vazia, determine o contetdo final da tabela apds a insercdo das
chaves 14, 4, 8, 15, 3, 6, 0 pela ordem apresentada. Justifique os calculos efetuados para cada insergdo.

&
* 14=>14mod11=3=>entraem3
¢ 4=>4mod11=4=>entraem &
* B=:Bmod11=8=>entraem8
+ 15=»15mod 11 = 4 => colisdo => o praximo livre € 5 porisso entra em 5
* 3=>3Imod 11 =3 => colisdo => 4 e 5 ja estdo ocupados => o préximo livre & 6 e por isso entra em 6
* 6=>6mod 11 = 6 => colisdo => prdximo livre é o 7 por isso entraem 7
¢+ 0=>0mod11=0=>entraem0
Fica-se assim com a seguinte tabela
indice 1} 1 2 3 & 5 [ T B 9 10
t 1} - - 14 & 15 3 7] B8 - -
v
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3.2 [2] Considere o vetor [73 2 8 59 4 6 1). Ordene o vetor utilizando o algoritme de ordenagdo por fusao (Merge Sort). Explique de um

maodo geral o funcionamento do algoritmo. Indique justificando a sequéncia de vetores obtida para todas as iteragbes principais do
algoritmo.

»

Como a ideia geral do algoritme, o merge sort é um algoritimo de ordenacéo 'dividir - para - conquistar':

1. divide o vector em duas metades até obter subvetores de tamanho 1
2. ordena recursivamente cada metade
3. funde (merge) as duas metades ordenadas num Gnico vetor erdenada.

Considerando o nosso vetor inicial [T32859461] «

1.dividir em duas metades:

[f328]e[59461]
2. dividir [7328]=>[73]e[28]
[73]=>[7],[3] =>merge=>[3 7]
[2 8]==[2],[8] =>merge=>[2 8]
merge [37] e[2 B]=>[2 3 7 B]
3. dividir [59461]=>([5 9] e[461]
[59]==[5],[9] => merge=>[5 9]
[461] =>[4],[6 1] =>[6],[1] => merge =>[1 6 | => merge com [&4] =>[1 & ]
merge [5 9)e[1 4 6] =>[1 4 5 6 9]
&, fundir as duas grandes metades:
[2378]e[14569]=>[1234567849)

L
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