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‘ E-fO'IO B l Instrugdes para a realizagao do E-falio

N AbERTA

Matematica Finita | 21082

Proposta de Resolucao Sumaria

Grelha de correcdo das respostas de escolha mdltipla:

1. | 2. | 3.
C) | D) | D)

4.1. Suponhamos que a,b > 2. Sendo a, b dois numeros primos entre si, em
termos de fatorizagdo em numeros primos isto significa que a fatoriza-
cao de cada um deles é da forma

a=pi'py -y, b=¢"'e’ g,
onde ry,79, - ,Tp, S1, 82, . . . , Sy, SA0 NUMeEros inteiros positivos e py, po,
3 Pns Q15 Q2,* * + 5 G SA0 NUMeros primos todos distintos entre si. Como
k k k krn
a’ =pitpy e py,
continuam a nao existir nimeros primos comuns a fatorizacéo de a* e
de b, pelo que mdc(a*, b) = 1.
Se a ou b ndo forem maiores ou iguais a 2, cinco casos podem aconte-
cer:

e a = 0eb > 1: Nesta situagdo tem-se mdc(a*,b) = mdc(0,b) = b
e mdc(a,b) = mdc(0,b) = b, pelo que se a e b forem nimeros
primos entre si, entdo a* e b também séo nimeros primos entre si.

e ¢ > 1eb=0: Neste caso tem-se mdc(a*, b) = mdc(a*,0) = a* e
mdc(a, b) = mdc(a,0) = a, donde se a e b forem nimeros primos
entre si, entdo a* e b também s&o nlimeros primos entre si.

e o = 1eb > 1: Nestasituagdo a* = a e, por conseguinte, mdc(a*, b)
mdc(a, b) = mdce(1,6) = 1.

e a >1eb=1:Neste caso mdc(a”, 1) = 1 = mdc(a, 1).
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e a < 0oub < 0: O resultado segue dos casos anteriores, ja que
por definicdo de maximo divisor comum mdc(a, b) = mdc(|al, |b]) €
mdc(a*, b) = mdc(|al®, |b]).

4.2. Caso base: n = 1. Provado na alinea 4.1.

Hipétese de inducao: Escolhido e fixado um 1 < n € N arbitréario,
suponhamos que mdc(a®, b") = 1.

Tese de indugé@o: mdc(a*,b"!) = 1 (para o0 mesmo n fixado na hipé6-
tese de indugao).

Passo de inducdao: Como mdc(a,b) = 1, da alinea 4.1 resulta que
mdc(a®,b) = 1. Pela hipotese de indugéo e por aplicagio do Corolario
1.20 conclui-se entédo que

mdc(a®,b) = 1 Amdc(a”, ") =1 = mdc(a®, ") = 1.
Pelo principio da indugdo matematica conclui-se que mdc(a*, b") = 1
para qualquer numero natural n > 0.

4.3. Como 2006 = 2 x 1003, resulta da alinea 2 do Lema 1.11 que

mdc((—9581)'* + (2006)'2, (1003)'?)
— mde((—9581)'3 4 22 x (1003)'2, (1003)'?)
= mdc((—9581)%%, (1003)'?),

em que, por definicdo de maximo divisor comum,

mdc((—9581)'%, (1003)"?) = mdc(—(9581)%%, (1003)'?)
= mdc((9581)"%, (1003)"?).
De seguida, calculemos mdc(9581, 1003). Por sucessivas aplicagdes do
algoritmo de Euclides (Lema 1.4), tem-se
e 9581 = 1003 x 9 4+ 554 = mdc(9581,1003) = mdc(1003, 554)

1003 = 554 x 14 449 = mdc(1003, 554) = mdc(554,449)
e 554 =449 x 1+ 105 = mdc(554, 449) = mdc(449, 105)
e 449 =105 x 4 + 29 = mdc(449, 105) = mdc(105, 29)
e 105 =29 x 3+ 18 = mdc(105,29) = mdc(29, 18)

Como 29 € um numero primo e 18 < 29 (pelo que 29 nao é divisor de
18), conclui-se pelo Lema 1.11, alinea 1, que

mdc(9581, 1003) = mdc(29, 18) = 1.
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Consequentemente e pelo exercicio anterior,
mdc(9581,1003) = 1 = mdc((9581)"*, (1003)"?) = 1,
donde

mdc((—9581)'% + (2006)'2, (1003)"?) = mdc((9581)?%, (1003)'?) = 1.

5. Suponhamos que a = b(mod M), ou seja, M |(a —b). Como M =
mmc(n, m), tem-se que n | M e m| M, donde, por transitividade (Lema
1.1), n e m séo divisores de a — b, ou seja,

a=b(modn) Aa=b(modm).

Reciprocamente, suponhamos que a = b (modn) e que a = b (mod m),
ouseja, n|(a—b)em|(a—b). Seja k = mde(M,a — b). Tem-se

nl(a—b)An|M = n|mdc(M,a—b)
—_——
—k
e, de modo semelhante,
m|(a—b)Am|M = m| mdc(M,a—b),
—_——
—k

pelo que k& é multiplo de n e de m. Donde e por definicdo de minimo
mdltiplo comum, M = mmc(n,m) < k. Se M < k = mdce(M,a — b),
entdo M = mdc(M, a — b), significando que M é divisor de a — b.
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